Sous-groupedeR

Théoréme Tout sous-groupe de (R,+) est soit dense seitreli

Preuve :
Soit (G,+) un sous-groupe de (R,+)
Le sous-groupe réduit a {0} est discret : {0}=0Z

Supposons #{0}. Alors Lg0G/g #0.
ConsidéronsA=G n R, ={g0G/g >0}

Sig>0,alorsGnR, # @
Sig<0,alors-g> tGnR, # @.

On en déduit donc qué n R, est non vide et minoré par 0.

Soit a=inf A.
Deux cas se présentent :

1°"cas:a>0

Par I'absurde, supposons gaél A. On a2a>a> Q 2a n’est donc pas un minorant de A donc
[(xOA/la<x<2a.

x n’est donc pas un minorant de A dong[JA/0<a<y<x<Z2adouO<x-y<2a-y<a

G étant un sous groupe additif, on en déduit guey O A.

L'inégalité 0 < x— y < aest donc absurde !

Pour la suite, nous pouvons donc supp@serAet doncallG.

Montrons queaZ 1 G.

Sin=0, alors on a clairemeria=00G . SoitndZ".
Sin>Qalorsna=a+...+alG car G sous-groupe additif.

Sin< Qalorsna= |n| x(-a) =(-a)+...+(-a) G car G sous-groupe additif €ta) [1Gen tant qu'opposé de
| NSy
|n| fois
alG.
Montrons queG [ aZ .
Soit x(OGetn= E(ﬁ). On aE(ﬁ) <X« E(§)+1 douan< x<a(n+1).Onendéduitqué< x—-an<a.
a a a a

G étant un sous-groupe additif, oxaanOG.
Si x#an, alorsO<x—an<adoncx—anA. Absurde par définition de a.

Onadoncx=anJaZ puisG 0 aZ.

FinalementG =aZ.
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2°Mecasa=0

Soit (x,y)OR?,x<y.CnOA/0O<np<y-X.
Posonsp = E(é). On adoncps§< p+ldou ppsx<n(p+)s<x+n<y
Ui Ui

Or n(p+2) OG car G sous-groupe additif donc G est dense dans R.

Application :

Soit a 00 7Q . Montrer queaZ + 27Z est un sous-groupe dense dans R.
Corrigeé :

Les sous-groupes additifs de R sont denses dansde ka forme aZ.

Supposons queZ + 27Z soit de la formeaZ,adR. Ok,k')OZ% /2mr=aketa = ak'.
On en déduit qut-320772 = % 0Q. Absurde car 0 Q.

aZ + 27 est donc un sous-groupe dense dans R.
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