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                                                                      Sous-groupe de R 
 
 
Théorème : Tout sous-groupe de (R,+) est soit dense soit discret 
 
 
Preuve : 
 
Soit (G,+) un sous-groupe de (R,+)  
 
Le sous-groupe réduit à {0} est discret : {0}=0Z 
 
Supposons { }0≠G . Alors 0/ ≠∈∃ gGg . 

Considérons { }0/* >∈=∩= + gGgRGA  
 
Si 0>g , alors Ø* ≠∩ +RG  

Si 0<g , alors 0>− g et Ø* ≠∩ +RG . 
 
On en déduit donc que *

+∩ RG  est non vide et minoré par 0. 
 
Soit a=inf A. 
Deux cas se présentent : 
 
1er cas : 0>a  
 
Par l’absurde, supposons que Aa ∉ . On a 02 >> aa . 2a n’est donc pas un minorant de A donc 

axaAx 2/ <<∈∃ .  
x n’est donc pas un minorant de A donc axyaAy 20/ <<<<∈∃ d’où ayayx <−<−< 20  
G étant un sous groupe additif, on en déduit que Ayx ∈− . 
L’inégalité ayx <−<0 est donc absurde !  
 
Pour la suite, nous pouvons donc supposer Aa ∈ et donc Ga ∈ . 
 
Montrons que GaZ ⊂ . 
Si 0=n , alors on a clairement Ga ∈= 00 . Soit *Zn ∈ . 
Si 0>n alors Gaana ∈++= ... car G sous-groupe additif. 
Si 0<n alors Gaaanna

foisn

∈−++−=−×=
44 344 21

)(...)()(  car G sous-groupe additif et Ga ∈− )( en tant qu’opposé de 

Ga ∈ . 
 

Montrons que aZG ⊂ . 

Soit Gx ∈ et )(
a

x
En = . On a 1)()( +<≤

a

x
E

a

x

a

x
E  d’où )1( +<≤ naxan . On en déduit que aanx <−≤0 . 

G étant un sous-groupe additif, on a Ganx ∈− . 
Si anx ≠ , alors aanx <−<0 donc Aanx ∈− . Absurde par définition de a. 
 
On a donc aZanx ∈= puis aZG ⊂ . 
 
Finalement, aZG = . 
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2ième cas : 0=a  
 
Soit yxRyx <∈ ,),( 2 . xyA −<<∈∃ ηη 0/ . 

Posons )(
η
x

Ep = . On a donc 1+<≤ p
x

p
η

d’où yxpxp <+≤+<≤ ηηη )1(  

Or Gp ∈+ )1(η car G sous-groupe additif donc G est dense dans R. 
 
 
 
Application :  
 
Soit Qπα ∉ . Montrer que ZZ πα 2+ est un sous-groupe dense dans R. 
 
Corrigé : 
 
Les sous-groupes additifs de R sont denses dans R ou de la forme aZ. 
 
Supposons que ZZ πα 2+ soit de la forme RaaZ ∈, . akZkk =∈∃ π2/)',( 2 et 'ak=α . 

On en déduit que Q
k

k ∈=
'

2

α
π

. Absurde car Qπα ∉ . 

ZZ πα 2+ est donc un sous-groupe dense dans R. 


