Propriété

Pim & = +o0 : dim xe*=0

X — 400 X X — —00

C'est-a-dire que, au voisinage de l'infini, I'exponentielle de x I'emporte sur x.

Démonstration

o Justifions que e* > x pour tout x O IR.
Pour cela considérons la fonction A définie par : A(x) = e* = x .
h est la somme de deux fonction dérivables; donc 4 est dérivable et A'(x)=e* - 1
Onsaitque six<0,ona e*sgl et sixz0 e*>21
On en déduit que A'(x) <0 pourtoutx [0 J=c0;0] et A'(x)>0 pourtoutx O[0; +oo[ .
Donc 4 est décroissante sur ]-o: 0] et 4 est croissante sur [0 ; +oo[ .
On remarque que A(0) =¢% - 0= 1. En utilisant le sens de variation de A, on peut alors conclure :
SixO]-»;0],0ona x<0.donc A(x)>A0)>0 donc e*-x >0 cest-a-dire e*>x
SixO[0;+w[ ,ona x>0 donc A(x)>hA(0)>0 donc e*- x>0 c'est-a-dire e*>x
On a donc démontré que pour tout réel x, e* > x .

x
 En appliquant la relation précédente & % on obtient e?2 ;%

X
. _ > 2
En élevant au carré (les deux membres sont positifs), on obtient @Qﬁ > XZ
' 5_di 2% x2 x2 A1 i eX _x
c'est-a-dire e <> =— donc e* > = . On en déduit, pour x >0 —22=
4 4 x4
. . . X
Onsaitque #im X=+0 donc  fim & =+w
X =+ xX—+0 X

. Sachantque Jim €5 =+ ,on peuten déduire que fim ¢~ =+ cesta-dire fim —i_ = +w

X > +0 X X5 =0 =X X — =00 _xex

donc fim —xex=0+ et par conséquent fim xe*=0-

X — =00 X — —00

Donc fim xe*=0

X — —00
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