Logarithme Népérien

| Définition - Propriétés

Rappel

La fonction exponentielle est une bijection de IR sur ]0 ; +oo[:

C'est-a-dire que pour tout k € ]0; +oo[, I'équation e*=% * a une solution unique dans IR.
(Cette solution a été notée ¢n k)

Définition
On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui a un réel x strictement positif, fait correspondre
l'unique réel y tel que ey = x.
La fonction logarithme népérien est notée #n, c'est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

On notera : 10 ; +oo[ > R
x — fn x

Propriétés (voir démonstration 01)

e Pour tout réel x strictement positif , on a efnx = x
e Pourtoutréel x,ona fne*=x

e \n1=0 o ne=1
{xe]0;+oo[ {yeIR
* ly=tnx < e¥=x

e La fonction logarithme népérien est une bijection de ]0 ; +oo[ dans IR

Exercice 01 (voir réponses et correction)

Déterminer  fne2 :  fne=3 ;  ofn6 i 1 s0n2+4n3
Justifier que ¢n6=0n2 + ¢n3

Démontrer que #n5 - €n7 =4n

)
7

Exercice 02 (voir réponses et correction)

Résoudre dans IR les équations : ¢fhx=4 ; ¥fnx=-2 ; 3nx=2 ; fnx+¥fn5-n=0

Remarque

La fonction exponentielle transformant une somme en produit, on peut penser que la fonction logarithme
népérien qui est sa fonction réciproque; transforme un produit en somme.

Propriétés (voir démonstration 02)

Pour tous réels a et b strictement positifs on a :

n(axb)y=4na+¥nb ; engz—&za ; €n%=€na—€nb ; en\lzz%ha

Pourtoutn e Z, ¢%na*=ntna

Propriété (voir démonstration 03)

Siay, ay, ..., a, sont nréels strictement positifs (n € IN) , alors
%n(ag.ay. -+ .a,))=4nay +fnay + ... + fna,
(Le logarithme népérien d'un produit de n nombres est égal a la somme des logarithmes népériens de ces nombres)
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Exercice 03  (voir réponses et correction)

5.,2 . 2n 100
bng+bng 2n 10

n8 =012 +0n15 ; €n10000 +£n 0,01 ; 4€n(3 - 2\[2) + ¢n(3 + 21[2)

Ecrire plus simplement: #n14 -6n7

Exercice 04 (voir réponses et correction)

Démontrer que pour toutréel x,ona: n(1+eX)=x+€n (1 + %)

Exercice 05 * (voir réponses et correction)

Résoudre dans IRI'équation fnx+8n(x = 1)=0n2+4n3

Exercice 06 (voir réponses et correction)

Résoudre dans IR les équations :
o In(x2+x)=1 o fnx+¥fn(x+1)=1

Exercice 07 (voir réponses et correction)

Résoudre dans IR I'équation fnx +¥€n(4 = x)=¥4n(2x = 1) +¢n 3

Exercice 08 (voir réponses et correction)

Résoudre dans IR les équations
. ?n(%):J o fn(x+1)==14+7%n(x -1)

Il Etude de la fonction logarithme népérien

Propriété (voir démonstration 04)

e La fonction £n est strictement croissante sur]0; +oo[
e six>1 alors ¢nx>0 e si 0<x<1 alors ¢nx<0

e La fonction €n est continue et dérivable sur J0; +o[ etona ¥n' x = 1
X

o fim¥fnx=+w o fimfnx=-c.
X—>+ow x—>
X >
¢ Le tableau de variations de la fonction #n est : x |0 +00
+00
Jeﬂ /
-0
Propriété (voir démonstration 05)
x—0 X
e Yn(1 + x) a pour approximation affine x au voisinage de 0.
Propriété (voir démonstration 06)
e fim €/z_x=0 e limxfnx=0
x—>+0 X x—>
X >
Au voisinage de l'infini x I'emporte sur le logarithme népérien de x.
(On pourra utiliser ceci comme une régle opératoire)
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Courbe représentative

4__
Onavuque %imfnx=-w
x—>
x>
3__

La courbe % de la fonction logarithme népérien a
pour asymptote verticale I'axe Oy

On a vu que #n(1 + x) a pour approximation affine
X au voisinage de 0,

La courbe a pour tangente au point d'abscisse 1 la
droite T d'équation y=x - 1
(On peut justifier que la courbe se situe au-+ .-~

dessous de cette tangente) y

Onavuque %im bnx_
x—>+0 X

on dit que la courbe a pour direction asymptotique
I'axe Ox au voisinage de +w

-7+
Les fonctions exponentielle et logarithme népérien i
étant réciproques l'une de l'autre, leurs courbes -3
dans un repére orhtonormal sont symétriques par
rapport a la droite d'équation y = x

-4

-5t

Propriété (voir démonstration 07)

Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle |, la fonction £nou qui & x associe

fn(u(x)) est dérivable sur |, etona: (Ynou) =
u

Exercice 09 (voir réponses et correction)

Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer dans quel(s) intervalle(s) elle est dérivable et calculer sa
dérivée.

f(x)=4n (3x = 1) 9(x)=2%nx h(x) = €n(x2)

Exercice 10  (voir réponses et correction)

Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer dans quel(s) intervalle(s) elle est dérivable et calculer sa
dérivée.
fix)=2x+1+%nx 9(x)=%n (1 + x?) h(x) =€n (2x - x2)

Exercice 11  (voir réponses et correction)

Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer dans quel(s) intervalle(s) elle est dérivable et calculer sa
dérivée.

fix)=xfnx - x g(x):wﬂl hx) = Pn(1 +[x)

x+1

Exercice 12  (voir réponses et correction)

Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer dans quel(s) intervalle(s) elle est dérivable et calculer sa
dérivée.
f(x)=4n(e* + 1) 9(x) = x2 + (bn x)? h(x)=e*n x
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Exercice 13  (voir réponses et correction)

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :
fnx <1 2nx-120 ln(2x-1)+1<0

Exercice 14  (voir réponses et correction)

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :

nx>0n(2x - 1) n(1+eX)>0 €n%21
-e

Exercice 15  (voir réponses et correction)

Déterminer les limites suivantes :

im x = fnx ?imen—x %im nx+ -1
2 B X x

Exercice 16  (voir réponses et correction)

Déterminer les limites suivantes :

tim fn(1+[1+2) Aim e (141 4+42) lim en (14142 )

X—>+00

Exercice 17  (voir réponses et correction)

Déterminer les limites suivantes :

lim x - fnx lim x+1 4802 Oim x +1 4 802
X—>+00 X—>+® X .X'2 §—> X x2
>

Exercice 18 (voir réponses et correction)

On considére la fonction £ définie sur O ; +oo[ par £(x) = 1+ nx

Faire I'étude et la représentation graphique de £.

Exercice 19  (voir réponses et correction)

On considére la fonction £ définie sur O ; +oo[ par £(x) = €n x = 3(¢n x)2
Faire I'étude et la représentation graphique de £.
Etudier le signe de #(x) pour x € ]O ; +oo[.

Exercice 20 (voir réponses et correction)

On considére la fonction £ définie par £(x) = n @ + x)

Donner I'ensemble de définition de # . Etudier les variations de £ et tracer sa représentation graphique.

Exercice 21  (voir réponses et correction)

On considére la fonction £ définie sur 1-2; 2[ par £(x) = €n @ + x).
- X

Soit (¥)) sa représentation graphique dans un repére orthonormal (O;?j).
Démontrer que la courbe (%)) a pour centre de symétrie le point O.

Exercice 22  (voir réponses et correction)

On considére la fonction # définie par #(x) = £n(1 + e*)
Donner I'ensemble de définition de #. Etudier les variations de £.

Montrer que la courbe (%) représentative de # a pour asymptote oblique la droite d'équation y = x.
Tracer (%).
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lll Logarithme décimal

Remarque
La fonction logarithme népérien est particulierement intéressante du fait de sa propriété de transformation
d'un produit en somme. Mais comme on utilise, pour écrire les nombres, le systéme décimal, on lui préfére
parfois une autre fonction possédant la méme propriété de transformation de produit en somme mais
prenant la valeur 1 lorsque x = 10 (et donc la valeur 2 lorsque x = 100, la valeur 3 lorsque x = 1000 etc...)
Cette fonction sera appelée fonction logarithme décimal.

Définition
On appelle fonction logarithme décimal et on'note fog la fonction définie sur J0 ; +oo[ par
fog : 10;+o[—> IR

X r—>€ogx=€nx

n10

Propriétés (voir démonstration 08)

e fog1=0 e fog10=1 ;
e Pour tous réels a et b strictement positifs on a :

log(axb)y=Loga+Logb ; eog%=-€oga ; €0g%=€oga—€ogb ; eogﬁz%EOga
e Pourtoutne Z, foga*=ntoga

Remarque

La fonction logarithme décimal étant définie par fog x = k xfn x avec k o

fn 10
Il est facile d'étudier ses variations et de donner sa courbe représentative.

1
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