CONTINUITE

Définition
Soit # une fonction définie sur un intervalle .
e Soita un réel appartenant al.  On dit que £ est continue en a, si  #im £(x) = f(a).
x—>a

e On dit que £ est continue sur |, si £ est continue en tout point a de .

Remarque
o Dire que ?im f(x) = f(a) revient aussi a direque’ £im f(a + h) = £(a)
x—a h—0
Graphiquement, on reconnait qu'une-fonction £ Une fonction n'est pas continue en un point a
est continue sur | lorsqu'on peut tracer sa courbe lorsque la courbe a une discontinuité en a,
sur l'intervalle | sans lever le stylo de la feuille. elle fait un "saut".
Fonction Fonction
continue 5 discontinue
: ena
I I a
Exemple 1

e La fonction x > x2 est une fonction continue en tout point a
de IR, elle est continue sur IR
On peut le justifier en démontrant que ¢im x2 = a2, c'est-a-

x—>a
dire en démontrant que x2 est aussi proche que I'on veut de
a2 lorsqu'on prend x assez proche de a.
La parabole représentant la fonction x — x2 peut-étre tracée

sans lever le stylo de la feuille.

Exemple 2

e Considérons la fonction x — E(x) appelée fonction "Partie

entiere" et qui, a tout réel x associe le plus grand entier
inférieur ou égal a x.

Ainsi  E(2,5) est le plus grand entier inférieur ou égal a 2,5 , 3
donc E(2,5)=2

De méme E(-2,4)=-3 ; E(1,9999)=1 et E(2)=2

Si n est un nombre entier, alors E(n) =n &T —
et pourtoutx e [n;n+ 1[,ona E@x)=n

La représentation graphique de la fonction "Partie entiere"
est donnée ci-contre.

Cette fonction n'est pas continue enn avec ne Z

[am]

En effet lorsque x est trés proche de n par valeurs y '
inférieures, E(x) n'est pas trés proche de E(n).

On a vu par exemple que E(1,9999)=1 et E(2)=2
"Partie entiere" est une fonction dite "en escalier".

La courbe fait "un saut" pour chaque valeur de x entiére.

Avec une calculatrice TI189, E(x) est noté int(x) ou floor(x),
en francais partEnt(x)

Avec une calculatrice T182, E(x) est noté int x

Le tracé doit étre fait en mode point (dot), sinon apparaitront
des lignes verticales qui ne font pas partie de la
représentation graphique.

Avec un tableur la fonction "Partie entiére" est notée ent()
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Propriété (admise)

Les fonctions polynémes, les fonctions rationnelles, la fonction racine carrée, les fonctions sinus et cosinus

sont continues sur tout intervalle sur lequel elles sont définies.

La somme, le produit, le quotient, la composée de fonctions continues est une fonction continue sur tout

intervalle sur lequel elle est définie.
Remarques

La démonstration de cette propriété se fait en utilisant les propriétés des limites.
La plupart des fonctions qui seront étudiées seront des fonctions continues.

Convention

Il est convenu que, dans un tableau de variation de fonction, les fleches obliques indiquent que la fonction est

continue et strictement monotone.

Exemple 3

Le tableau de variation de la fonction carré ( £(x) = x2) X | =®

0 400

signifie que la fonction carré est continue et strictement +o
décroissante sur ]-o;0] et quelle est continue et f \ /
strictement croissante sur [0 ; +oo[

Théoréme des valeurs intermédiaires (voir démonstration 01)

+00

0

Soit £ une fonction définie et continue sur un intervalle I. £(b)
Soientael et bel

Pour tout réel & compris entre #(a) et £(b), il existe au o
moins un réel ¢ compris entre a et b tel que £(c) = k 2(a)

Ce que I'on peut aussi exprimer sous la forme :
L'équation #(x) = k¥ a au moins une solution ¢ comprise

entre a et b.

Exemple 4
f définie par f(x) = x3  est continue et strictement croissante sur [0;+o[ ,

F(1)=1 et #(2)=8
Donc pour tout k£ € [1; 8], I'équation x3 = 4 a au moins une solution dans [1; 2]
En particulier I'équation x3 =5 a au moins une solution o dans [1;2].
De plus, # étant strictement croissante, six > a,ona £(x)> f(a), donc x3>5
etsix<oa,ona £(x)<f(a), donc x3<5.
Il ne peut donc pas y avoir de solution & I'équation x3 =5, qui soit différente de o.
Donc |'équation x3 =5 a une solution o unique dans l'intervalle [1;2].
Déterminons une valeur approchée de a en utilisant laiméthode de dichotomie.

3
Ona 1 : 2=%= 1,5 f(1,5)=f®=® =%7<5 et £(2)>5
Donc 5 est compris entre £(1,5) et £(2).
L'utilisation du théoreme des valeurs intermédiaires permet alors d'affirmer que
I'équation x3 =5 a une solution comprise entre 1,5 et 2 .
Cette solution ne peut étre que a. Onadonc 15<a<?2

Ona %:1,75 . £(1,75) = 5,359375 donc £(1,75)>5 et £(1,5)<5

Donc 5 est compris entre £(1,5) et £(1,75)
L'utilisation du théoréme des valeurs intermédiaires permet alors. d'affirmer que

I'équation x3 =5 a une solution comprise entre 1,5 et 1,75 .
Cette solution ne peut étre que . Onadonc 1,5<a<1,75

En réitérant le procédé, on obtient des encadrements de o d'amplitude diminuée de moitié a chaque étape.

Cela revient a dire que I'on construit deux suite u, et v, adjacentes dont la limite est o .

Aprés 4 étapes supplémentaires, on obtient oo~ 1,71 & 10-2 prés.

3
Nota : ce réel o est appelé racine cubique de 5, on note a = \/E
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Théoréme (voir démonstration 02)

Soit # une fonction définie, continue et strictement £(a)
monotone sur [a ; 6]. ‘
Pour tout réel k& compris entre #(a) et #(b), il existe un et

un seul réel c dans [a ; 6] tel que £(c) = &

Ce que I'on peut aussi exprimer sous la forme : £(b) H

L'équation £(x) =k a une solution unique c dans [a ; 6]. 2 c b
Remarque

Dans le cas ou £ est strictement croissante sur [a ; 6], lethéoréme précédent justifie que :

pour tout k¥ € [£(a) ; £(b)], 'équation #(x) =k a uné&'unique solution dans [a ; 4].

On dit que'£ réalise une bijection de [a ; 6] sur. [f(a) ; £(b)].

La fonction qui, a tout réel £ de [£(a) ; #(b)]-associe I'unique réel c de [a ; 6] tel que £(c) = k est appelée
fonction réciproque de £, elle est notée; £~ 1.

f(c)=k se traduit alors par ¢ =£-1(k)

Lorsque # est strictement décroissante sur [a ; 6], elle réalise une bijection de [a ; 6] sur [£(b) ; f(a)] et on
notera de méme #-1 sa fonction réciproque.

Remarque
Ce théoreme peut s'étendre a une fonction définie, continue et strictement monotone sur un intervalle ouvert
éventuellement non borné en utilisant les limites. de £ aux bornes de cet intervalle.
Par exemple :
e si £ est une fonction définie,” continue et strictement croissante sur Ja;b], alors pour tout
réel k dans lintervalle } Oim £(x); f(/))} I'équation £(x) =k a une solution unique dans Ja; 6].
x—>a
X>a
e si £ est une fonction définie, continue et strictement décroissante ‘sur |- ;a[, alors pour tout
réel k dans l'intervalle } lim £(x); ﬁm f(x)} I'équation #(x) = k: alune solution unique dans ]-« ;al.
x—>a X—7=0

<a

Exemple 5
La fonction £ définie par #(x)=x2 est une fonction définie, continue et strictement croissante sur [0;+od[.
Ona £(0)=0 et ¥fim f(x)=+o
X—>+00
Pour tout réel & < [0 +oo[, I'équation x2 =4 a une solution unique dans [0 ; +oo[. Cette solution est\/k

Donc # réalise une bijection de [0;+oo[ sur [0;+o[.
La fonction réciproque de la fonction "carré" est la fonction est la fonction "racine carrée”.

Exemple 6

Démontrons que I'équation cos x =% a une solution unique o.dans [0 ; r].

X | 0 0
1

< 1, ce tableau permet donc de justifier que I'équation cos x =%

On connait le tableau de variations de la fonction cosinus

sur l'intervalle [0;n]
La fonction cosinus est continue et strictement déctoissante sur [0 ; 7]

Ona -1¢g a;, dans l'intervalle [0 ; =],

1
4
une solution unique o .

Fi~] Fz BE HY i e Fi~] Fz BE HY H e
. T-:u:-1sl$ttuPI:Z-. :EI:E-. -":'.iér’]’i'-\."i E:-.---.;IE:-s E.v".:]. T-:u:-1sl$ttuPI:Z-. I*.- ol B o) E.v".:].

On peut donner une valeur approchée de o par E %6236 X lgée?a

balayage de l'intervalle [0 ;] par pas de 0,1 S T “:25?85

Une calculatrice ou un tableur peut donner les valeurs .égggz E g% .%ggig

de cos x pourx=0,1; 0,2 ; 0,3 eti... 15 ENEH Sa [ ooes

On constate alors que cos(1,4) < — < cos(1,3) I =1l 31

4 FalN ZMD EAD AUTO FUNC FalN EAD AUTO FUNC

On peut en déduire que 1,3 < o < 1,4 car la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0 ; rt].
De méme un balayage de l'intervalle [1,3 ; 1,4] par pas de 0,01 permettra d'obtenir 1,31 < a < 1,32
On en déduit que o ~ 1,31 & 102 prés par défaut.
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Remarque

Les théoréemes précédents permettent de démontrer l'existence d'une ou de plusieurs solutions a une
équation, mais il ne permettent pas de déterminer la valeur de ces solutions.

On pourra en donner des valeurs approchées en utilisant la méthode de dichotomie (exemple 4) ou la
méthode de balayage (exemple 5).

Exercice 01 (voir réponses et correction)

Démontrer que I'équation x3 + 3x =5 a une solution et une seule dans IR,
Donner une valeur approchée a 10-2 prés de cette solution.

Exercice 02 (voir réponses et correction)

X | - 2 +00
On donne ci-contre le tableau de variations de £. 0

+00
Quel est le nombre de solutions de I'équation £(x) = 1 p \ /
(On justifiera le résultat) 3

Exercice 03 (voir réponses et correction)

X 0

On donne ci-contre le tableau de variations de £.

|—oo -1 1 +
1°)Quel est le nombre de solutions de I'équation £(x) =0 2 +
2°)Quel est le nombre de solutions de I'équation £(x) = =5 f / \ /
-1
-0

(On justifiera les résultats)

o0

Exercice 04 (voir réponses et correction)

On considére I'équation (E) : cos x = % x
1°)Montrer que si x est solution de (E) alors 0 < x s% .
2°)Montrer que I'équation (E) a une solution unique o dans IR.

3°)Déterminer une valeur approchée de a a 102 prés par défaut.

Exercice 05 (voir réponses et correction)

Soit (C) la courbe représentative de la fonction # définie sur IRpar £(x) =2 - x2

et (C'") la courbe représentative de la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par g(x) =\ 3x.
Quel est le nombre de points d'intersections de (C) et de (C') 7 (Justifier)

Exercice 06 (voir réponses et correction)

On considére la fonction A définie sur [ =1+ par A(x)=2x = 3 +x + 1.

1°)Donner le tableau de variations de 4.

2°)En déduire que I'équation A(x) = 0 a une solution unique o dans [ -1 ; +oo[ .

3°)Donner une valeur approchée de a @ 10-2 prés.  (Facultatif : donner la valeur exacte de o)
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