Exercice A5

f est définiesur R-{-2;0} par f(x)= gx2+ 12)
+ ZX

f est donc une fonction rationnelle et elle est définie & condition que x2 + 2x soit non nul, ce qui est le cas
lorsque x #0 et x = =2

1°)L'ensemble de définition de £ s'écrit ]-oo; -=2[ U ]-2;0[ U JO; +oo[.

2
2 i i | Pim bim X2 — = fim X2 —
£ étant une fonction rationnelle, on a : Lim f(x)= A 1 et xﬁ’fw f(x)= im x2

Etudions les limites en =2 et en 0.

Ona fim (x+1)2=1 et ¥fim x?+ 2x=0 et dautre part &m (x+1)2=1 et fimx2+2x=0.
x—>=2 x—>=2 —0 x—0

Donnons dans un tableau le signe de x2 + 2x . 0
On peut utiliser les résultats sur le signe d'un X =% =2 %
trindbme du second degré et on obtient : x2 + 2x + 0 - 0 +

On en déduit alors

%im (x +12=1 et P%im x2+2x=0* , donc €mzﬂ@_+m
X2 2 23

X X

fim (x +1)2=1 et %im x2+2x=0- ,donc &mfu)
3 X3 s

Zim (x +1)2=1 et fim x2 +2x=0- , donc im £(x) = -
x:)é) x:) x—>

X X

%im (x + 12=1 et %m x2 + 2x=0* , donc dim f(x) = +0
S S =

2°)f est une fonction rationnelle, donc elle est dérivable sur chacun des intervalles de son ensemble de définition.

f,(x)=2(x + 1)(x2 4 2x) = (x + 1)2(2x + 2)'_ 2(x + N[x2 + 2x = (x + 1)2]

(2 + 2x)? (x2 + 2x)°
donc f’(x)=2(x+ N[x2 + 2x = x2 = 2x = 1] _2(x + 1)(= ) onadonc Fi(x) = -2(x + 1)
(x2 + 2x)° (x2 + 2x)° (x2 + 2x)°

3°)Comme (x2 + 2x)2 est toujours positif, le signe de £'(x) est le signe contraire de x + 1.
On peut alors donner le tableau de variations de £ :

X -0 -2 -1 0 +00
£'(x) + 1 + 0 - I -
+00 0 +00
1 - -0 1
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4°)On trace la courbe (%) représentative de £ dans un repére (O;?j) en remarquant que celle-ci a :
une asymptote horizontale d'équation y = 1 quand x > —w et x> +w, car fim f(x)=1et fim f(x)=1.
X—>—0 X—>+0

une asymptote verticale d'équation x = =2 car x@% f(x) = +» et xe_i{% £(x) = =0 .

X <=

X >=

une asymptote verticale d'équation x =0 car @)n f(x)= - et @)n £(x) = +o0 .
X X

x <

x>

une tangente horizontale au point d'abscisse -1 car #'(-1) =0.

T 4 H (E;ﬂ)
3+
5 4 3 1 2 3 4

5°)Démontrons que la courbe (%) a pour axe de symétrie la droite d'équation x = -1.
Pour cela, considérons le point | de coordonnées (-1 ;

. . 3 . = . -2
Soit M un point de coordonnées (x ; y) dans le repére (O;¢,/) et(X ;Y)dans lerepére (I;i,/)
La relation de Chasles IM = |0 + OM, permet d'écrire :

X=x+1etY=y Ccestadire x=X-1,y=Y
2 2
La courbe (%) a pour équation : y=£f(x) < y= &+1° Y = X
(#)apoureq y=#a) Y= 2 ox (X =1)2 +2(X - 1)
2 2
P = X Y = X
X2-2X+14+2X =2 X2 -1
- = . .. .
Dans le repére (I;¢,/) , (%) représente donc la fonction F définie sur IR-{-1;1} par F(X)= w2

=2

0) et plagons nous dans le repére (I; ¢ ,7) .

X2
-1

L'ensemble de définition de F est symétrique par rapport a 0 et on a pour tout réel X de IR-{-1;1}:

(= X)2 X2

P X =i~ x2 4

= F(X).

F est donc une fonction paire et la courbe (%) qui représente F a donc pour axe de symétrie I'axe IY.

| (#) a donc pour axe de symétrie la droite d'équation x = -1 dans le repére (O; 7, /). |

6°)La tangente T a (%) au point d'abscisse 1 a pour équation : y = £/(1)(x = 1) +£(1)

/ -2x2 4 1+1)2_4
Ona f 1= === f1 = ==

D=rv22™ "9 D=2 73
‘equation s'écri Ao 1)+ 4 cestadie ye-4cr4.4
L'équation s'écrit donc y = 9(x 1)+3 c'est-a-dire y= 9x+9 3
Donc | T a pour équation y = - %x + %
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