Compléments de Topologie

Compléments de topologie

Préliminaires : on suppose connues les définitions d’espace métrique, espace normé, boule ouverte, fermée; voisinage
et intérieur, point adhérent et adhérence d’un ensemble; parties denses d’un espace métrique.

On rappelle que deux distances d’un d et §espace métrique sont topologiquement équivalentes ssi I’identité de
(E, d) dans (E, 8) est un homéomorphisme (i.e Idg et 1de™ sont continues).

Deux distances d’un espace métrique E d et ¢ espace métrique sont équivalentes ssi il existe deux réels k et k’
strictement positifs tels que ko <d <k’¢.

On notera que deux distances équivalentes sont topologiquement équivalentes mais que la réciproque est fausse (voir
exercice 15). Par contre la réciproque est vraie pour les normes (voir exercice 19).

n n 2 1/2
IR" et C" sont des espaces vectoriels; si X = (X1, X2, ... , Xn) € R"ou C", ||x||s = Z|Xk| Xl = |:Z|Xk| } et
k=1 k=1
IX]] .= I\L/Ikaxﬂxk|} définissent trois normes équivalentes de R" ou C™
<k<n

(cela résulte des inégalité facile a établir : |[.||l<||.[l2 < Ills £ NI, )-

De méme dans C([a; b]; K) espace vectoriel des fonctions continues de [a; b] dans K =R ou C on définit des normes
en posant :

I = Pl s o= [rore)” e =Supl 1 (1)

Montrons que ces normes ne sont pas équivalentes. A

Pour tout f de E on a||f|l.< (b —a)|lfll.. et ||fll. < (b — a)"|[f||... De plus
d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les intégrales on a

IEIHE [[:1}”2.[[3 f Hm soit [[fll: < (b = 2)“2[fll>

Montrons qu’on n’a pas d’inégalité en sens inverse. Prenons

[a, b] = [0, 1] et f, définie par son graphique ci-contre. On a ||f,||, = 1/2
et ||f.l..= n ce qui montre qu’il n’existe pas de constantes k telle que
I[fll- < K||f||s pour tout f de E. On montrera de méme qu’il n’existe pas
de constante k’ telle que ||f]l.. < K||f||. pour tout f de E.

v

Pour montrer que ||.]|; et ||.||. ne sont pas équivalentes on considére f, 0 un 1
définie par son graphique. On a facilement ||f,||1 < 2 et ||fy||> > Jn
donc il n’existe pas de constantes k’” telle que ||.|[2 < K”’||.||1-

Soit l (IN) I’espace vectoriel des suites a valeurs a valeurs réelles ou
complexes. On note :

1 . .
l (IN) le sous-espace vectoriel de l (IN) des suites absolument
convergentes; c’est un espace vectoriel normé muni de la norme

+00
X=X ]%, ] >
k=0 »

0 1 n+im? 1

l 2(]N) le sous-espace vectoriel de l (IN) des suites (xy,) telles que

+00 o 1/2
> |x| <+o0; c’est un espace vectoriel normé muni de la norme x| = [Z|xk|z} ;
k=0 k=0
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l “ (IN) le sous-espace vectoriel de l (IN) des suites bornées; ; c’est un espace vectoriel normé muni de la norme
[IXI| = Sup|x, |-
keN

1. Espaces complets

1.1 Définitions; propriétés
Un espace métrique (E; d) est complet ssi toute suite de Cauchy de E est convergente.
Un espace vectoriel normé complet s’appelle espace de Banach.

Remarquons que si un espace métrique (E; d) est complet il reste complet en remplacant d par n’importe quelle
distance équivalente. Cela est faux si on remplace d par une distance topologiquement équivalente.

Propriétés :

(i) Un espace vectoriel normé E est un espace de Banach ssi toute série D" x, de E convergente en norme (i.e. > [x,|
< + oc) est convergente.

(if) Un sous-ensemble F fermé d’un espace complet est complet:

(iif) Un sous-espace complet d’un espace métrique est fermé;

(iv) un produit fini E;x ... xE, d’espaces métriques est complet ssi chaque E; I’est.

Démonstration:

(i) Soit E un espace de Banach et supposons que Z||xn|| < + oc. D'apreés le critere de Cauchy pour les séries, pour tout

q
réel £> 0 il existe un entier naturel Ntel que : Vpetqe IN, (> p=N = > |x ] <¢). D'aprés l'inégalité
k=p

q
ZXk <& pour g >p > N. La série ZXH vérifie le critere de Cauchy pour les séries donc elle est
k=p
convergente, E étant complet.

triangulaire on a

Réciproquement supposons que toute série convergente en norme est convergente dans E et montrons que E est
complet. Soit (x,) une suite de Cauchy de E. Montrons par récurrence qu'il existe une suite d'entiers naturels (n)

strictement croissante telle que

Xnk+1 —X

N

1 1
S? etV (p,q) e IN? (petq=nus = X —Xqll < W)'

La suite (x,) étant de Cauchy il existe un entier naturel N tel que V (p, @) € IN%, (petq>N = ||x,— X[l < 1) et il
existe un entier naturel N' > N tel que V (p, q) € IN?, (petq> N' = [IXp — Xql| < 1/2). On pose ng = N et ny = N' et on

a bien Hxn1 — X, || S1et|x,—Xq|| <1/2 pourpetg> ny.

Supposons construit la suite (ny, n,, ..., N, N, ) et Vérifiant les conditions précédentes. La suite (x,) étant de Cauchy il

existe un entier naturel N > ny.; tel que vV (p, @) € IN?, (pet@=N =[x, = Xqll < ). Posons ny.; =N. On a

2k+2
1 . - . ,
ny ~ Xos SF car N+ > N+ €t la suite (ny) est ainsi construite par récurrence.
La série kz X,, — X, | estdonc convergente et d'apres I'hypotheése il en est de méme de la série kZ(ng =X, ) Or,
>0 >0

N,

n-1
pour tout entier naturel non nul n, on a Z(x%1 =X, ) =X, — X, donc la suite (xnk ) , extraite de (X,), est convergente
k=0

dans E. La suite (x,) étant de Cauchy et ayant une valeur d'adhérence elle est convergente (Chapitre "Suites et séries
de nombres", exercice complémentaire 3) et donc E est complet.

(if) Soit (x,) une suite de Cauchy d’un espace fermé F d’un espace complet E. Alors elle est convergente dans E vers
| € E. Comme F est fermé on a | € F donc la suite (x,) converge dans F et F est complet.
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(iii) Soit F un sous-ensemble complet d’un espace métrique E. Soit (x,) une suite convergente de F. Alors c’est une
suite de Cauchy de F. F étant complet sa limite est dans F donc F est fermé.

(iv) Rappelons que si Eg, ..., E, sont des espaces métriques munis des distances respectives dy, ..., d, alors E;x ... xE,
peut étre muni par exemple de I’une des distances équivalentes suivantes : Max(d, ..., d,), d; + ... + d, ou

(d, +...+d,)"*. On démontre alors facilement le (iii) en remarquant qu’une suite s, = (x{p) e XS )peN de E;x ... xE,
est convergente ssi chaque « suite composante » (xﬁ"))peN est convergente vers Iy et sa limite est alors (I, ..., I) , et

que (Sp) est de Cauchy ssi chaque (x.),., est de Cauchy dans E.

peN

Exercice 1

1°/ Montrer que IR" et C" munis de I’une des trois normes précédentes est un espace de Banach.

2°/ Méme question pour C([a, b]; K) muni de la norme ||.||...

[ 2 oc . -~
3°/ Montrer que les espaces l (IN), l (IN) et l (IN) munis des normes précédentes sont des espaces de Banach.

4°/ Montrer que C([a, b]; K) muni des normes || ||l ou || || n’est pas complet.

L’intérét principal des espaces complets tient dans le théoréme suivant.

1.2 Théoreme du point fixe

Soit E un espace métrique complet et f : E — E une application contractante (i.e : il existe un réel k € [0; 1] tel que
pour tous x et y de E on ait d(f(x), f(y)) < kd(x, y)).

X, €E

Alors f a un unique point fixe, limite de la suite récurrente définie par { f(x)
Xn+1. = Xn

Démonstration :

Pour tout entier p on a facilement par récurrence d(Xp+1, Xp) < kPd(X1, Xo). Pour r entier > 1 on écrit
o k p_ k p+r
d(Xp+r, Xp) Sd(Xp+r, Xp+r—l) + + d(Xp+1, Xp) S (kp 1 + + kp)d(X1, XO) = 1 k

derniére quantité tendant vers 0 avec p, cela prouve que la suite (x,) est une suite de Cauchy donc convergente vers «
e E.

D’autre part pour tout entier n on a X,.1 = f(X,). Une application contractante étant continue on en déduit en faisant
tendre n vers I’infini que « = f(«) donc « est point fixe de f.

Si Best un autre point fixe on a d(e, £) = d(f(«), f(H)) < kd(e, f). Comme k € [0, 1[ cela implique que d(e, f) = 0 soit
a=p.

Remargue : si on remplace d(f(x), f(y)) < kd(x, y) par d(f(x), f(y)) < d(x, y) pour tous x et y distincts de E, la conclusion
peut tomber en défaut. Par exemple si f est la fonction de R dans IR définie par f(x) = x—In(e* + 1), onaf’(x) € [0, 1[
pour tout x donc pour tous réels x et y distincts on a [f(x) — f(y)| < [x — y| d’aprés le théoreme des accroissements finis et
f n’a pas de point fixe.

p
d(xy, Xo) < 1k_k d(xy, Xo). Cette
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Exercice 2 (Théoreme de I’itérée contractante)

Soit E un espace métrique complet et une application f : E — E. S’il existe p € IN* tel que P (i.e fof... o f p fois) soit
contractante alors on a les méme conclusions que dans le théoréme précédent : f a un unique point fixe, limite de la

X, € E
suite récurrente définie par { (%o quelconque dans E).
Xn+1. = f p(Xn)
Exercice 3 : application aux équations différentielles et intégrales

1°/ Soit K une application de [a, b]x[a, b] (a < b) dans IR continue et ¢ une application de [a, b] dans R continue.
Alors I’équation f(x) = ZI:K(x,y) f(y)dy + ¢(x) (équation de Fredholm) d’inconnue f a une unique solution dans

C([a, b]; R) pour A suffisamment petit.

2°/ Avec les méme hypothéses que dans la question 1°/ I’équation f(x) = }LLXK (x,y) f(y)dy +@(x) (équation de

Volterra) admet une solution unique pour toute valeur de A.

3°/ Soit t > A(t) étant une application continue d'un intervalle | de R dans M,(C) (matrices carrées de type (n, n) a
coefficients complexes) et g une application de I dans C" .

. \ y=A@M)y+b(t) . .
Montrer que pour tout (to, Yo) € | x C" le probléeme de Cauchy Yt )=y (*) aune unique solution définie dans
0/~ Jo

l.
2. Espaces compacts

2.1 Définitions; propriétés

Un espace métrique (E, d) est compact ssi de tout recouvrement de E par des ouverts on peut en extraire un sous-
recouvrement fini.

Autrement dit si (U;) (i € 1) est une famille d’ouverts telle que UUi = E, alors il existe une partie finie J de | telle que
iel

v, =E

ied

Cette définition a I’avantage d’étre valable dans un espace topologique quelconque. On donnera au 2.2 des
caractérisations pratiques dans les espaces métriques.

Exemples : IR n’est pas compact (considérer le recouvrement Jn —1; n + 1]).
R U {+ o ; —oc} est compact.

Exercice 4

Montrer qu’un espace métrique E est compact ssi pour tout ensemble de parties fermées de E dont I’intersection est
vide il existe un nombre fini de ces parties dont I’intersection est vide.

Exercice 5

Si E est un espace métrique compact et si (F,) (n e IN) est suite décroissante de fermés dont I’intersection est vide, il
existe p € IN tel que F, = &.

2.2 Caractérisation des espaces métrigues compacts
Donnons une définition :

Définition : un espace métrique E est précompact ssi pour tout réel &> 0 on peut recouvrir E par un nombre fini de
boules de rayon inférieur ou égal a &.

Le théoréme suivant permet de prouver la compacité de certains sous-ensembles d’espaces métriques plus facilement
que par I’emploi de la définition.
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Théoréme (caractérisation des espaces métriques compacts) :

Soit E un espace métrique. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) E est un espace métrique compact;

(i) toute suite d’éléments de E a au moins un valeur d’adhérence;

(iii) E est précompact et complet;

Rappelons que la condition (ii) équivaut a : de toute suite de E on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration:

(i) = (ii) : soit (X,) une suite de E et posons F, = {x,/k >n} (adhérence de I’ensemble {x,/ x > p}). (F,) est ainsi une
suite décroissant de fermés. Comme aucun des Fy n’est vide on a ﬂ F. =@ d’apres I’exercice 5. Soit a € ﬂ F.,eun
keN keN

réel > 0 et p un entier naturel quelconque. Alors la boule B(¢, &) rencontre F, donc elle contient un x, pour k > p. o est
ainsi une valeur d’adhérence de la suite (x,).

(if) = (iii) : supposons que toute suite de E ait une valeur d’adhérence.

lemme : Soit R un recouvrement de E par des ouverts. Alors il existe &> 0 tel que toute boule de rayon < ¢ soit
contenue dans au moins un des ouverts du recouvrement.

Démontrons le lemme par I’absurde : si la conclusion est fausse, pour tout entier naturel non nul n il existe une boule
B(an, 1/n) de centre a, et de rayon 1/n qui n’est contenue dans aucun des ouverts du recouvrement. Par hypothése la
suite (a,) a une valeur d’adhérence a. Soit O € R tel que a € O. Comme O est ouvert il existe une boule B(«, r) de
centre « et de rayon r > 0 incluse dans O, et « étant une valeur d’adhérence de (a,) la boule B(«, r/2) contient a, pour
une infinité de k donc il existe p € IN* tel que a, € B(¢, r/2) avec de plus 1/p < r/2. L’inégaliteé triangulaire montre
alors que la boule B(ay, 1/p) est incluse dans B(¢, r) donc aussi dans O contrairement a I’hypothése, ce qui prouve le
lemme.

Montrons maintenant que E est précompact. Soit £> 0 et ay € E. Si B(ag, &) = E c’est terminé sinon soita; € E -

B(ay, £). Si E = B(ay, &) U B(ay, ) on s’arréte sinon on considére a, € E — B(ag, &) U B(ay, ). On continue ainsi et si
p-1

le processus ne s’arréte pas on construit une suite (a,) de E telle que pour entier p >0, a, ¢ U B(a,,&) soitd(ay,, ag) >
k=0

& pour tout entier g < p. Soit « une valeur d’adhérence de la suite (a,). Alors il existe deux entiers p et g distincts tels
que d(e, ap) < &3 et d(a, aq) < &3 soit d(ay, ag) < & ce qui est contradictoire. E est donc précompact.

Montrons enfin que E est complet. Si (x,) est une suite de Cauchy, comme elle a une valeur d’adhérence « on montre
(comme au lemme (i) du 2.4 « Suites de réels ») que « est la limite de (x,). Donc E est complet.

(iii) = (i) : soit E un espace précompact et complet. Notons que cela implique que E est borné donc inclus dans une
boule. En multipliant la distance d de E par une constante on peut supposer que d vérifie d < 1/2. Donc E est égal a une
boule de rayon 1.

Supposons que E ne soit pas compact : il existe alors un recouvrement R de E par des ouverts tel qu’on ne puisse en
extraire aucun sous-recouvrement fini. Définissons par récurrence une suite de boules By de E de la fagon suivante :

B, = E; supposons By construite pour 0 < k < n—-1 de rayon 1/2%, telle qu’il n’existe aucune sous-famille finie de R
recouvrant By et B, N By_1 # &. E étant précompact on peut le recouvrir par des boules Vi de rayon 1/2"; parmi les
boules Vi ayant une intersection non vide avec B,_; il y-en a une au moins qui ne peut étre recouverte par un nombre
fini d’éléments de R (sinon ces Vi formant une recouvrement de B,_; on pourrait recouvrir B, ; par sous-famille finie de
R). On prend un de ces Vi pour By, et la récurrence peut se poursuivre indéfiniment.

Soit x, le centre de la boule B,. Comme B, et B,_; ont un point en commun I’inégalité triangulaire donne
d(Xn, Xnt) < 12"+ 172" < 1/2™2
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1 1
= ot =
est de Cauchy donc elle converge vers a < E puisque E est complet.

Onaalors pour p < : d(Xp, Xg) < d(Xp, Xps1) + ... + A(Xg-1, Xg) <

1 .
< =i Cela prouve que la suite (xy,)

Il existe un élément O de R tel que € O et, O étant ouvert, il existe r > 0 tel que la boule B(¢, r) de centre « et de
- o . 1 r S .
rayon r soit incluse dans O. De plus il existe un entier p tel que d(e, x,) < r/2 et o < > L’inégalité triangulaire

montre alors que B, = B(e, r) < O, d’ou contradiction car par construction B, ne peut étre recouverte par un nombre
fini d”éléments de R.

Corollaire :
(i) un sous-espace compact d’un espace métrique est fermé et borné;
(ii) un sous-ensemble fermé d’un espace métrique compact E est compact:

(iii) les compacts de IR" (ou C") sont les ensembles fermés et bornés;

(iv) un produit E = E;xE;x ... XxE, d’espaces métriques est compact ssi chaque E; est compact (Théoréme de
Tychonov).

Démonstration :

(i) Soit F un sous-espace compact d’un espace métrique E. F est précompact et on peut I’écrire comme une réunion
finie de boules de rayon 1 (par exemple) donc E est borné.

D’autre part si (x,) est une suite d’élément de F convergente dans E vers ¢, il existe une suite (xnk) extraite de (x,)

convergeant vers f € F d’apres le theoréme (ii) précédent. « étant la limite de toute suite extraite de (x,) ona = f
donc a e F ce qui montre que F est fermé dans E (« Suites de réels », 2.1).

(ii) Soit F un sous-espace fermé d’un espace métrique compact E. Soit (x,) une suite de F. E étant compact il existe
une suite (xnk ) extraite de (x,) convergeant vers € E. Comme F est fermé /4 appartient & F donc F est compact

d’apreés la caractérisation (ii) du théoréme précédent.

(iii) Voir « Suite réelles et complexes » 2.2.

(iv) Supposons que chaque Ey (1 < k < p) soit compact et soit u, = (X", ...,x{" ), une suite de E;xE;x ... xE,. E; étant
compact il existe une application ¢ strictement croissante de IN dans IN telle que la suite (x/*™), soit convergente
dans E; vers a;. De méme en considérant la suite x{”™ de E,, il existe une application g, strictement croissante de IN
dans IN telle que la suite ( x{"”"), soit convergente dans E; vers a,. Notons que la suite x\***" converge encore vers
oy car c’est une suite extraite de (x/”™),. En continuant ainsi jusqu’a la derniére composante il existe des
applications ¢, ... ,¢, strictement croissante de IN dans IN telle que (x\”* ), soit convergente vers ¢ pour 1 <k

< pdonc lasuite (u, , ., )n, qui est une suite extraite de (uy), converge vers (o, ... , ap). E1xExx ... XEpest donc
compact d’apres le (ii) du théoréme précédent.

Réciproquement supposons I’espace métrique (E, di) compact pour 1 <k < p. Soit 5d’une des distances de
EixEzx ... xEy définies dans la propriété (iii) du 1.1. L’inégalité di, < Smontre que la projection py de E;xExx ... XE,
dans Ey est continue. En admettant (provisoirement) le théoréme 1 du 2.3, Ex = p«(Ex) est compact.

Exercice 6

Montrer qu’un espace métrique E compact est séparable (i.e. il existe un sous-ensemble de E dense et dénombrable)
(Pour n € IN* recouvrir E par un nombre fini de boules de rayon 1/n en utilisant la précompacité de E)

Exercice 7

o 1 . .
Montrer que la boule unite de l (IN) est un ensemble fermé et borné non compact.
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2.3 Espaces compacts et applications continues

Théoreme 1 : Soit f une application continue d’un espace métrique compact dans E dans un espace métrique F. Alors
f(E) est un compact de F.

En bref « I’image continue d’un compact est un compact ».
Démonstration :

Soit (f(x,)) une suite de f(E). E étant compact on peut extraire de la suite (X,) une suite (X)) convergeant vers « € E. f
étant continue la suite (f(X,n))) converge vers f(e) (1. 2.3.1) donc f(E) est compact.

Conséquences : Soit f une application continue d’un espace métrique compact dans E dans un espace métrique F.
(i) f est bornée;
(ii) Si F = IR, f est bornée et atteint ses bornes inférieures et supérieures;

(i) Si f est bijective f est un homéomorphisme de E dans F.

Le (ii) signifie qu’il existe a et b dans E tels que f(a) = SuEp f(x) etf(b) = Ixng f (x) . C’est une propriété trés souvent
utilisée. Le théoreme de Riezs (voir 4.2) en donne un ex::mple d’application ainsi que les trois exercices suivants.
Démonstration :

(i) Clair d’apres le théoréme 1 et le fait qu’un compact est borné.

(i) Méme démonstration qu’en 1.2.3.2 du chapitre « Suites de nombres réels ou complexes ».

(iii) 11 s’agit de montrer que f est continue. Soit Y un fermé de E. D’aprés le (ii) du corollaire du 2.2 Y est un compact
de E donc f(Y) =(f)™(Y) est un compact de F donc fermé dans F. L’image réciproque par f ™ de tout fermé de E étant
fermée dans F, f ~* est continue.

Exercice 8

Soit E un espace métrique compact et f une isométrie de E dans E. Montrer que f est bijective.

Exercice 9 : distance dans un espace metrique d’un point a un fermé

Soit E un espace métrique ou les boules fermées sont compactes (par exemple E = R" ou C" d’aprés le (iii), corollaire
du 2.2). Alors pour tout fermé non vide F de E et tout point a de E il existe « € F tel que d(a, F) = d(a, a) (autrement
dit le point a a une meilleure approximation dans F).

Exercice 10 : un autre théoréme du point fixe

Soit f une application d’un compact E dans lui-méme tel que pour tout x et y distincts de E on ait :
d(f(x), f(y)) < d(x, y). Montrer que f a un unique point fixe (comparer avec les hypotheses du théoréme du point fixe)

(Indication : considerer I’application x > d(f(x), x) de E dans RR).

Exercice 11 : encore un théoreme du point fixe

Soit E un espace vectoriel normé et K un compact convexe de E. Soit f un application de K dans K telle que pour tous x
ety de K, |[f(x) — f(y)|| < ||x = Y||. Montrer que f a au moins un point fixe.

Exercice 12

Soit E un espace métrique compact et (F, || ||) un espace vectoriel normé. Montrer que I’on définit une norme dans

I’espace vectoriel C(E, F) des applications continues de E dans F en posant ||| =Sup| f (x)|. Si F est complet,
xeE

C(E, F) muni de cette norme aussi (cela généralise les propriétés de C([a, b], K) de I’introduction).

L’exercice suivant utilise le (iii) du théoréme.

Théoréme 2 : Soit f une application continue de E espace métrique compact dans un espace métrique F. Alors f est
uniformément continue dans E.

© Christian Squarcini 2007



Compléments de Topologie
Ce théoréme a été souvent utilisé dans les chapitres précédents : convergence des polynémes de Bernstein, continuité
b
de x —> .[ f(x,t)dt etc.
a

Démonstration du théoréme 2 : méme démonstration que le théoréme 2 du 2.3.2 de « Suites et séries de fonctions »).

3. Espaces connexes

3.1 Définitions et propriétés
Un espace métrique E est connexe ssi il ne peut pas s’écrire comme réunion disjointe de deux ouverts non vide.
Intuitivement E est en « un seul morceau ».

On voit immédiatement que la définition est équivalente a : les seules parties a la fois ouvertes et fermées sont E et
I’ensemble vide.

Par exemple Q n’est pas connexe puisqu'il s’écrit]- o ; v2[N Q U] V2 4o [NQ.
Les principales propriétés générales des ensembles connexes sont les suivantes :
Propriétés :

(i) Un ensemble E est connexe ssi les seules applications continues de E dans I’ensemble a deux éléments {0; 1} sont
les applications constantes;

(if) Si A et B sont deux parties non disjointes et connexes d’un espace métrique E alors A U B est connexe;

(iii) Si A est une partie connexe de E et si B est telle que A = B — A alors B est une partie connexe de E. En particulier
si A est connexe, A aussi.

(iv) Un produit E;xEyx ... xE, est connexe ssi chaque E, est connexe.

Le (i) donne un critére plus pratique que la définition pour montrer qu’un ensemble est connexe.
Démonstration :

(i) Condition nécessaire : notons que dans {0, 1} les ensembles {0} et {1} sont ouverts puisque {0} =

1-1/2; 1/2[~{0, 1} et {1} =]1/2; 3/2[~{0, 1}. Soit E un ensemble connexe et f une application continue de E dans
{0, 1}. Si f n’est pas constante alors U = f*({0}) et V = f({1}) sont deux ouverts de E non vides disjoints dont la
réunion est E ce qui contredit la connexité de E;

Condition suffisante : supposons que tout application continues de E dans {0, 1} soit constante et que E ne soit pas
connexe. Il existe alors deux ouverts U et VV non vides disjoints dont la réunion est E. Soit f I’application de E dans
{0, 1} qui associe 0 a tout élément de U et 1 a tout élément de V. Alors f n’est pas constante et est clairement continue
puisque I’image réciproque par f de tout sous-ensemble de {0, 1} est E, U, V ou &.

(ii) Soit f une application continue de A U B dans {0, 1}. Comme A et B sont connexes les restrictions de fa Aeta B
sont constantes. Si a € A m B on a donc f(x) = f(a) pour tout x de A ainsi que pour tout x de B, donc f est constante et
A U B est connexe d’apres le (i);

(iii) Soit de méme f une application continue de B dans {0, 1}. A étant connexe la restriction de f a A est constante : il

existe ¢ € {0, 1} tel que f(x) = ¢ pour tout x de A. Comme B = A tout élément y de B est limite d’une suite (x,)
d’élément de A. f étant continue on a f(y) = lim f(x,) = ¢, donc f est constante et B est connexe;

(iv) Condition nécessaire : si ]_[Ek est connexe, et si p; est la projection de ]_[Ek dans Ej, p; est continue donc
k=1 k=1

Ej= pj(H E, ) aussi en admettant le théoreme du 3.2.
k=1

Condition suffisante : faisons la démonstration pour n = 2 (on termine facilement par récurrence). Si f est une

application continue de E;xE, dans {0, 1} et si (a, b) € E;xE,, la connexité de E; et E; montre que les applications
partielles x > f(x, b) et x > f(a, x) de E; dans {0, 1} et de E, dans {0, 1} sont constantes. Si (x, y) et
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(x’, y’) appartiennent a E;xE, on a f(x, y) = f(x’, y) et f(x’, y) = f(x’, y’) donc f(x, y) = f(x’, y’). F est constante donc E;x
E, est connexe.

Théoréme : les connexes de IR sont les intervalles.

Démonstration :

lemme : (i) une partie non vide | de R est un intervalle ssi elle vérifie : (x ety appartiennental) = Jx,y[c< | .
(ii) Tout ouvert non vide de IR est réunion disjointe et dénombrable d’intervalles ouverts.

Démonstration du le lemme : (i) il est clair qu’un intervalle de R vérifie la propriété de I’énoncé. Soit | — R vérifiant
cette propriété | distinct d'un singleton. Posons m = Inf | et M = Sup | (avec m = — oo si | n’est pas minoré et M = + oo si
I n’est pas majoré); on am = M car | n'est pas réduit a un point. Soita € Jm, M[. Comme m <aetm = Inf | il existe

x € | tel que x < a. De méme il existey € I tel que a<y. Onadonc a € ]x, y[ qui est inclus dans I d’apres I’hypothese
donc a e I. Ainsi Jm, M[ < I; mais [m, M] > | donc | est égal a I’un des intervalles Jm, M[, [m, M], [m, M[ ou Jm, M]
d’ou le (i) du lemme.

(ii) Soit O un ouvert non vide de IR et considérons dans O la relation R définie pour tout x et y de O par :

xRy ssi ]x, y[ < O. R est clairement une relation d’équivalence et d’apres le (i) les classes d’équivalences sont des
intervalles de R et O étant ouvert on voit facilement que ces intervalles sont ouverts. Donc O est réunion disjointe
d’intervalles ouverts l,. Si on choisit dans chaque I, un rationnel ry, I’application qui a I, associe r, est une injection de
I’ensemble (I,), dans Q, donc (l,), est dénombrable.

Démonstration du théoréme : montrons qu’un connexe | de IR est un intervalle. Sinon d’apres le lemme il existe
(x,y) € I” tel que Jx, y[ ne soit pas inclus dans I. 1l existe donc ¢ dans ]x, y[ tel que ¢ ¢ 1. On aurait alors | =

(- oc, [ U (Jc, + «<[]) et | s’écrirait comme réunion disjointe de deux ouverts non vides de I, ce qui contredit la
connexité de 1.

Réciproquement montrons qu’un intervalle | de IR est connexe. Supposons d’abord que | soit un intervalle ouvert non
vide. Si | est non connexe il s’écrit comme réunion disjointe de deux ouverts de | (donc de R car I est ouvert) U et V,
non vides. U et V sont réunion disjointe d’intervalles ouverts (U;) et (V) respectivement. Soientx € U ety € V avec
par exemple x <y. Il existe i tel que x € U; = ]a, b[ < U et de méme il existe j tel quey € Vj=]c,d[cV.Onab ¢ U
(sinon b appartiendrait a I'un des intervalles ouvert U, qui ne serait alors pas disjoint avec U;) etb ¢ V (sinon b
appartiendrait a I'un des intervalles ouvert V, et alors V, rencontrerait U; donc U). Ona: x<b <y, avec x ety dans | et

b & I ce qui contredit le (i) du lemme. Si | est un intervalle quelconque de Rona | <1< | eton conclut d’apreés le
(iii) des propriétés précédentes (si | est vide, | est réduit a un point qui est clairement connexe).

Autre démonstration : montrons que les intervalles de IR sont connexes en utilisant la caractérisation (i) de la propriété
précédente. Soit | un intervalle non vide et non réduit a un point et considérons une application continue f de | dans
{0; 1} non constante. Il existe donc ag et by dans | tels que f(ag) = 0 et f(bg) = 1. Soit m le milieu de I'intervalle [aghg].
Si f(m) = 0 on pose a; = m et by = by; si f(m) = 1 on pose a; = a, et by = m. En continuant on construit par récurrence
|2 — 1|

2n

une suite de segments emboités [a,b,] inclus dans I, de longueur tels que pour tout entiers naturels n on ait :

f(an) = 0 et f(by) = 1. Les suites (a,) et (b,) convergent vers la méme limite ¢, et en passant a la limite les deux égalités
précédentes il vient grace a la continuité de f: f(e) = 0 et f(«) = 1, ce qui est absurde.

Exercice 13

Dans IR? donner un exemple de suites décroissante de connexes sont I’intersection n’est pas connexe.
3.2 Applications continues et connexes
Théoreme : I’image par une fonction continue d’un ensemble connexe est connexe.

Démonstration : soit E un ensemble connexe et f une application continue de E dans un espace métrique F. Soit g une
application continue de f(E) dans {0, 1}. Alors gof est une application continue de E dans {0 ; 1}, donc constante
puisque E est connexe. On en déduit immédiatement que g est constante donc f(E) est connexe.
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Autre démonstration : utilisant la définition d’un ensemble connexe. Si f(E) n’est pas connexe il s’écrit comme réunion
disjointe de deux ouverts non vides de f(E) : U n f(E) et V m f(E) (ou U et V sont deux ouverts de F). On a alors

E = f1(U) U (V) et f1(U) et (V) sont deux ouverts de E (car f est continue), non vide (car c’est le cas de
U N f(E) et de V ~ f(E)) et disjoints (car f*(U) n (V) = (U NV n f(E)) = @), ce qui est absurde puisque E est
connexe.

Exemple : la sphére unité S,,_; de IR" est connexe (en effet par projection stéréographique S,_; — {A}, sphere unité de

R" privée d’un point A, est homéomorphe & R™™ qui est connexe donc S,_; — {A} donc connexe. Donc son adhérence
Sp1 aussi).

Une application de ce théoréme est I’existence des fonctions réciproques usuelles (Arcsin, Arccos Arctan); plus
précisément :
Conséquences :

(i) « Théoreme de la valeur intermédiaire » : si f est une application continue d’un intervalle | de R dans IR alors f(l)
est un intervalle de IR;

(ii) « Existence et continuité de la fonction réciproque d’une fonction continue strictement monotone sur un intervalle
I de IR »: soit f une application continue d’un intervalle | = (a; b) de IR dans IR continue strictement monotone. Alors
f((a, b)) est un intervalle de méme nature que (a; b) (c’est-a-dire fermé, semi-ouvert ou ouvert) et f est un
homéomorphisme de (a, b) dans f((a, b)).

Démonstration : (i) résulte du théoreme précédent et du fait que les connexes de IR sont les intervalles.

(if) d’apres le (i) f((a, b)) est un intervalle et f étant strictement monotone elle est injective donc f est une bijection de |
sur f((a, b)). Supposons par exemple f strictement croissante. Si | = [a, b) alors pour tout x de I, f(x) > f(a) et f(a) < f(l)
donc (1) = [f(a), £). Si | est de la forme ]a, b) (avec éventuellement a = — «) et si f(I) = [, p) soit X, € | I’antécédent
de apar f. Siy vérifie a <y <X alors f(y) < f(Xo) = «, ce qui est absurde car f(y) e f(I) donc f(y) > a. On traiterait de
méme les autres cas et donc les intervalles | est f(I) sont de méme nature.

Montrons que f™ est continue de (1) dans I. Soity = f(x) e f(1). Si x est intérieur & I’intervalle | et si x € ]c, d[ < I alors
f(Jc, d[) = If(c), f(d)[ d’aprés le raisonnement précédent donc f(Jf(c), f(d)[) = ]c, d[ et f* est continue en'y. On
raisonne de méme si y est égal a une des extrémités de I’intervalle I.

Le 1°/ de I’exercice suivant donne une réciproque partielle du (ii) :

Exercice 14

1°/ Soit f une fonction continue et injective d’un intervalle | de R dans IR. Montrer que f est strictement monotone sur
.

2°/ Soit f une fonction continue de R dans R et (a, b) € IR*x IR tel que pour tout réel x : f o f(x) = ax + b. Montrer
que a est strictement positif.

Exercice 15

Soit f une application continue strictement monotone de IR dans IR. Montrer que pour tout x et y de R
X, y) = [f(x) — f(y)| définit une distance sur IR topologiquement équivalent & | |.

Si f est bornée (par exemple f = Arctan) alors det la valeurs absolue sont deux distances topologiquement équivalent
mais non équivalentes.

Donnons quelques applications simples du théoréme :

Exercice 16
1°/ Une application continue de [a; b] dans [a; b] a au moins un point fixe.
2°/ IR n’est pas homéomorphe a IR? (et plus généralement & R").

3°/ Soit f une application continue de IR dans IR telle que f(IR — Q) < Q. Montrer que f est constante.
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3.3 Connexité par arcs

On appelle chemin d’un espace métrique E toute application continue de I’intervalle [0; 1] dans E. On dit que E est
connexe par arcs ssi pour tout point x et y de E il existe un chemin yqui jointx ay i.e tel que {0) = x et 1) =V.

L'exercice suivant donne le lien entre connexité et connexité par arcs :
Exercice 17
1°/ Montrer que si E est connexe par arcs alors il est connexe.
2°/ Montrer que si E est espace vectoriel normé et si D est un ouvertde Eona:
D connexe <> D connexe par arcs
(Indication : si xo € D considérer I’ensemble des points de D qui peuvent étre joints a xq par un chemin de D et montrer

que c’est un ensemble a la fois ouvert et fermé de D).

Contre-exemple : la partie de IR? constituée de la réunion du graphique de la fonction sm(—j pour x > 0 et de
X

{0}x[0; 1] est connexe et non connexe par arcs.

4. Compléments sur les espaces vectoriels normés

4.1 Equivalence des normes dans un espace vectoriel normé de dimension finie
" Théoréme : Dans un espace vectoriel normé de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration du théoréme : soit E un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme ||.|| et (e, ... , €y) Une
base de E. Soit ||.||.. la norme de E définie par ||x.€1 + ... + Xn€n||- = I\L/Ikax xk|. Montrons que ces deux normes sont
<k<n

équivalentes, ce qui montrera que toutes les normes de E sont équivalentes.
POurtout = s+ .+ e, de Eona I = s+ .+ 12 Sl = S e e
k=1 k=1 k=1

et il existe donc une constante k telle que ||.|| £ K.||. ||

Soit d’autre part S = {x € E/ ||x||.= 1} la sphére unité de E muni de la norme ||.||... Considérons I’application ¢ de S
dans R définie par ¢(x) = ||X|.

Pour tous x ety de Sona |||x|| —||y||| <|Ix - y|| < k|[x — y]|.. ce qui assure la continuité de ¢.

D’autre part E étant de dimension finie, S est un compact de (E, ||.||..) (« Suites réelles et complexes », 2.2), et par
conséquent ¢ est bornée dans S et atteint ses bornes. 1l existe donc « et Sdans S tels que ||of| = m = Insf||x|| et

8l =M = Sup||x|. Comme « et Bappartiennent aSon a o =[] =1donc a=0et =0 etmetM sontdes réels
XeS

strictement positifs.

Soit x un élément non nul de E; ﬁ appartienta S donc m < ||||:||| < M soit m||x||.. < |IX]| < M]||x||.., inégalité encore
X

valable si x = 0, ce qui achéve la démonstration.

Contre-exemple : on a vu au début du chapitre que dans C([a; b]; K) les normes ||.||; et ||.|l.. ne sont pas équivalentes.
Consequences : Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie :

(i) E est complet;

(i) tout sous-espace vectoriel de E est fermé;

(iii) les compacts de E sont les ensembles fermés bornés;

(iv) toute application linéaire de E dans F, espace vectoriel normé quelconque, est continue.
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Démonstration :

(i) En prenant une base de E on peut identifier E a R". Le (i) résulte alors de ce que (R", ||.||..) est complet et que si un
espace vectoriel normé est complet il le reste en remplacant sa norme par une norme équivalente.

(if) Un sous-espace vectoriel de E est complet d’apres (i) donc fermé (1.1 propriété (ii)).
(iii) 1dem, le résultat étant vrai dans (IR", ||.||..).

(iv) Soit f une application de E dans un espace vectoriel normé F et (e, ..., €,) une base de E. Si x = x;€; + ... + X,€, 0n
a [IfC)|| = If(xse1 + ... + Xnen)|l = |IXaf(er) + ... + xnf(en)|| < k||X||,, avec k =||f(el)]| + ... + ||f(en)|l, ce qui assure la
continuité de f (voir 4.3.1 (vii)).

4.2 Compacité des boules fermées

Théoréme (F. Riesz) : Soit E un espace vectoriel normé. Alors :

les boules fermées sont compactes < E est de dimension finie.
D'autre part les énoncés suivant sont équivalents :

(i) les fermés-bornés sont compacts; (ii) les boules fermées sont compactes; (iii) la boule unité est compacte; (iv) il
existe une boule fermée de rayon r > 0 compacte.

(il suffit de montrer que (iv) implique (i). Soit B(Xo, r) une boule fermée compacte et F est un ensemble fermé et borné
de E. Alors F est inclus dans une boule fermée B(0, R) de centre 0 et de rayon R > 0. Par l'application continue
X = R(X = Xo)/r I'image de B(xo, r) est B(0, R) donc la boule B(0, R) est compacte comme image d'un compact par une
application continue (2.3, théoréme 1). F étant un fermé inclus dans le compact B(0, R) c'est donc un compact).

Démonstration du théoréeme de Riesz :

Condition suffisante : résulte du 4.1 « Conséquences », les boules fermées de E étant fermées et bornées.
Condition nécessaire :

Lemme : soit un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel fermé de E distinct de E. Alors il existe X, € E
tel que ||xol| = 1 et ||xo — y|| = 1/2 pour tout y de F.

démonstration du lemme : soit x appartenant a E — F et 6= d(x, F), distance de x a F. Si § =0, comme

d(x, F) = InI||x— y|| pour tout entier naturel non nul n, il existerait y, € F tel que 0 < d(x, y,) < 1/n, donc la suite (y,)
ye

tendrait vers x, d’ol x € F , etcomme F =F (car F est fermé) on aurait x € F, ce qui n’est pas.

X_yo

Ainsi 6 > 0 et il existe yo € F tel que d(X, Yo) < 26. Posons Xy = ” ” .
X=Yo

| b v
[x= ol = o

On adonc ||x|| =1 et pour touty de F : |ly — Xo|| = Hy

Comme Yo + [[x—Yolly € Fona [x—y, =[x y|y| > et lx—yoll <25, d’ou |y - xoll > §25= 1/2, ce qui achéve la
démonstration du lemme.

Fin de la démonstration du théoréme : supposons E de dimension infinie. Soit x; € E de norme 1. F; = <x;> (Sous-
espace vectoriel engendré par x,) étant fermé et distinct de E, il existe d’apres le lemme x, € E de norme 1 tel que
X2 = y|| > 1/2, pour tout y de F; et en particulier ||x; — x4|| > 1/2. De méme si F, = <xy, Xo> il existe X3 de norme 1 tel
que ||x3 = y|| > 1/2 pour tout y de F,. Si Xy est construit pour 1 <k < n, le sous-espace vectoriel <xy, ..., X,> est de
dimension finie, fermé et distinct de E donc il existe x,.; de norme 1 tel que ||X,«1 — Y|| > 1/2 pour tout y de F,. On
construit ainsi par récurrence une suite (xp)p>l de vecteurs de E de norme 1 veérifiant ||x, — X¢|| > 1/2 pour p = q. Par

conséquent on ne peut extraire de cette suite aucune sous-suite convergente, donc la boule unité fermé de E n’est pas
compacte, ce qui est contraire a I’hypothese.

Remarqgue : I’exercice 7 donne un exemple de boule fermée non compacte d’un espace vectoriel normé de dimension
infinie.
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4.3 Applications linéaires
4.3.1 Critéres de continuité

Théoréme : Soient E et F deux espaces vectoriels normés et u : E — F une application linéaire. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) u est continue en 0;

(i) u est continue dans E;

(iii) u est uniformément continue dans E;

(iv) u est lipschitzienne;

(V) u est bornée sur la boule unité;

(vi) u est bornée sur la sphére unité;

(vii) il existeunréela>0telque:V x e E : |uX)|| < alx].
Démonstration :

(i) = (ii) : u étant continue en 0 pour tout £> 0 il existe & > 0 tel que pour tout x de E : (||X|| £ @ = |[u(X)|| < &). Pour
tous x ety de E tels que [[x — y|| < eon a |ju(x) — u(y)|| = [Ju(x —y)|| £ & donc u est continue dans E, et méme
uniformément continue puisque « ne dépend que de &

(i) = (iii) : si u est continue dans E elle est continue en 0 donc u est uniformément continue dans E d’aprés la
démonstration précédente.

(iif) = (iv) : u étant continue il existe & > 0 tel que ||x|| < @ = |Ju(X)|| < 1. Pour tout x non nul de E on a donc

{5

(iv) = (v) : u étant lipschitzienne il existe k > 0 tel que pour tous x ety de E : |Ju(x) — u(y)|| < k||x = y||. Pour tout x de la
boule unité B de E on a donc |Ju(x)|| < K||x|| < k, donc u est bornée dans B.

. 1 ST .
<1 soit |Ju(X)|| < = |Ix||, inégalité valable aussi pour x = 0. Pour tous x et y de E on a donc :
24

UG —u)|| = lu(x=y)|| < 1 |[x = y|| et donc u est lipschitzienne.
24

(V) = (vi) : évident.

(vi) = (vii) : u étant bornée sur la sphére unité S de E il existe un réel a > 0 tels que |Ju(x)|| < a pour tout x de S. Pour
I

D’apres 4.1 si E est de dimension finie toute application linéaire de E dans F est continue. Ce n’est plus le cas si E
n’est pas de dimension finie :

tout x de E — {0} on a x/||x||e S donc < asoit |Ju(x)|| < al|x||, inégalité encore valable si x = 0.

(vii) = (i) : évident.

Exemple d’application linéaire non continue : Soit E I’espace vectoriel des fonctions polynémes a coefficients réels

muni de la norme ||P|| = Sup|P(t)|. La forme linéaire P > P(3) n’est pas continue dans E car la suite ((%) j deE
0<t<1

tend vers 0 mais u(P,) = (gj diverge.

Exercice 18

Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. Montrer qu’il existe au moins une forme linéaire non continue.

Si f est une telle forme montrer que pour tout x de E |||x||| = ||| + [f(x)| définit une norme non équivalente a || ||.
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(Cela prouve la réciproque du théoreme du 4.1).

Exercice 19

Montrer que deux normes d’un espace vectoriel E sont topologiquement équivalentes ssi elles sont équivalentes (voir
préliminaires).

4.3.2 L’espace vectoriel normé L(E, F)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés et notons L(E, F) I’espace vectoriel des applications linéaires continues
de E dans F; si E = F on note L(E) cet ensemble; si F = K, L(E, K) est I’ensemble des formes linéaires continues sur
E. On note E’ cet ensemble, appelé dual topologique de E. Si E est de dimension finie toute forme linéaire est continue
et donc le dual topologique de E s’identifie & son dual algébrique.

On munit L(E, F) d’une norme pour en faire un espace vectoriel normé en posant pour u e L(E, F), N(u) = Sup|u(x)].
X

C’est une norme dans L(E, F) (si ||u|| = 0, pour tout x non nul de E on a u[ J =0, donc —+ ut) _ =0, soit u(x) = 0;

i M

comme u(0) = 0, u est I’application linéaire nulle. Les autres propriétés de la norme sont faciles a vérifier).
On note encore ||u|| la norme de u et on dit que cette norme est subordonnée (ou induite) par les normes de E et de F.

Exercice 20 : propriété de la norme de L(E, F)

Avec les notations précédentes montrer que pour tout u de L(E, F)ona:
1°/ Pour tout x de E : [[u()|l < [[ull-|IXII;

juea) =Suplu(x)| = Inf{a>0/v x e E, lu()l| < alixi[};

[ -

3°/ Si G est un espace vectoriel normé, pour toutvde L(F, G) ona: uv € L(E, G) et |vu|| <|V|I||ull;
4°/ ||Ide]| = 1

5°/ Interprétation géométrique de la norme d’une forme linéaire continue : soit f une forme linéaire continue de E.
Montrer que :

2°[ ||| = Sup|

= distance de I’origine O a I’hyperplan d’équation f(x) = 1.

Théoréme : Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Si F est un espace de Banach, L(E, F) est un espace de
Banach.

Démonstration :
Soit (up) une suite de Cauchy de L(E, F).
Ve>0,ANeIN/Vp,Vge N :(qetp=N = |u,—ugl[ <& ().
Pour x fixé dans E, (*) implique :
Ve>0, INeIN/Vp,VgeIN:(etp=>N = | up(X) —ug(X)|| < iXll) (**),

donc la suite (un(x)) est de Cauchy dans F, donc converge. Désignons par u(x) sa limite. On définit ainsi une
application de E dans F qui est clairement linéaire.

En faisant tendre g vers I’infini dans (**) il vient :
Ve>0,INeIN/Vp, VgelN : (qetp=N = | uy(x) —u(x)| < &x|)

ou |lup — u]| < & donc la suite (u,) converge vers u dans L(E, F).

Exercice 21
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Soit E = F = C". On peut alors identifier L(E) avec I'ensemble M,(C) des matrices nxn a coefficients dans C.

n
1°/ Montrer que la norme de M e M,(C) subordonnée & la norme ||.||; de C" est définie par [|M||= Il\/l_axZ‘ai j‘.
<j<n Py !

n
Montrer que la norme de M, subordonnée a la norme ||.||..de C" est définie par |[M|| = MaxZ‘ai,j‘ .
j=1

I<i<n £

2°/ On munit C" de sa norme euclidienne canonique ||.||l.. Montrer que si la matrice M est autoadjointe alors sa norme
subordonnée a ||.||o est égale a p = Max{|4| / A valeur propre de M} (rayon spectral de M).

Dans le cas général montrer que ||M|| = Max{\/m [ A valeur propre de M *M } :

Montrer que pour tout M de M,(C) on a ||[M*|| =[|M|| .
Exercice 22

Soit Mp(C) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C muni de la norme définie pour tout
n
M = ((ay)) de My(C) par [M[| = Y"|a, .

i j=1

1°/ Cette norme dérive t-elle d’une norme de C"?

2°/ Montrer que I’application M - Tr(M) est une forme linéaire continue de M,(C) et calculer sa norme.
Exercice 23

Soit E = C([0; 1], C) I’espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans € muni de la norme du sup. Montrer
que les applications f — f(0) et f > J': f (t)dt sont des formes linéaires continues de normes 1.

Exercice 24

Soit C[X] I’espace vectoriel des polyndémes a coefficients dans € muni de la norme ||P|| = Sl_,lp|ai| .

1°/ L’endomorphisme P — P’ (polyndme dérivé de P) est-elle continue ? Si oui calculer sa norme. Méme question en

remplacant C[X] par C,[X], espace vectoriel des polyndmes de degré <n.

2°/ Soit a un complexe donné et soit f la forme linéaire de C[X] dans C définie par f(P) = P(a). Montrer que f est

continue si et seulement si |a] < 1. Dans ce cas montrer que ||f|| = %H :
—-la

4.4 Espaces de Hilbert

Soit E un espace préhilbertien (i.e. un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire définie positive se K =R ou une
forme hermitienne définie positive si K = €). On sait qu’alors x > (x; x)"% est une norme dans E. Si E muni de cette
norme est complet on dit que E est un espace de Hilbert.

Théoréme : Soit F un sous-espace vectoriel fermé non nul d’un espace de Hilbert E.

(i) Si x e E il existe un unique X’  E tel que d(x, F) = [[x - x’[| ot d(x, F) désigne la distance de xa F i.e Inf ly=x|-
ye

Notons x* = pg(X);

(ii) X = pe(x) est caractérisé par X’ e F et x — x’ est orthogonal a F;
(iii) I"application pr de E dans E est linéaire, continue et de norme 1;
(iv) Ker pg = F*,
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pr est donc la projection orthogonale sur F et x* est la meilleure approximation de x dans F (voir « Suite et série de
fonctions, 3.4.1).

Démonstration du théoréme :

(i) Soitd =d(x, F) = In']_‘||y— X| la distance de xa F. Onadonc d * = Ing‘||y— x||2 et pour tout entier naturel non nul n il
ye ye
existe y, € F tel que d 2<|ly,— x|*<d ?+ 1/n.

Par translation on peut se ramener au cas ou x = 0 (F devient ainsi un sous-espace affine de E). On a ainsi
d2<|lyiP<d?+1/n (*) pour tout entier naturel non nul n.

Montrons que la suite (y,) est de Cauchy. Rappelons que pour tous y et z de E on a I’identité de la médiane :
ly + zI[? + |ly = z|I* = 2(||x||* + |ly|[*). Pour tous entiers naturels non nuls p et q on a donc :

Iyp = Yell* = 2llypll* + 2llyall” = llyp + ol soit

2

Yo T Y,

Iyp = yall* = 2lypll* + 2llyell* - 4 >

+ +
Comme % eFona % >d et I’égalité précédente donne |y, — yqlI* < 2(d* + 1/p) + 2(d * + 1/q) — 4d * soit

Iy, — yq||2 <2(1/p + 1/qg), ce qui prouve que la suite (y,) est de Cauchy dans E. Elle est donc convergente vers un point
X" € E. F étant fermé dans E, X’ est de plus un élément de F.
En passant I’encadrement (*) & la limite il vient ||[x'||> = d 2 donc ||x|| = d.

(] |2

: : . A - X +X
Si x" est un autre point de E vérifiant [[x"]| = d I’égalité de la médiane donne [[x' = x"|2 = 2|2 + 2|x"|Z — 4"

X+X

Or >dcar

e Fdou|x - x"|? <2d 2+ 2d - 4d * = 0, soit ||x' —x"|| = 0, donc x" = X", ce qui montre

I’unicité de x'.

(if) Ramenons nous par translation au cas ou x' = 0 (F reste donc un sous-espace vectoriel de E). Pour tout y non nul de
Fonaly - x|l > [Ix|| soit [ly — x||* > [Ix|* ce qui donne [ly|[* + [IX||* — 2Re(y, X) > [IX|[* ou |lyl/* — 2Re(y, x) > 0. En
remplagant y par Ay € F ol A est un réel > 0 et en simplifiant par A on obtient Aly||> — 2Re(y, x) > 0 pour tout 1 € R*.
En faisant tendre A vers 0 on obtient Re(y, x) < 0 pour tout y de F. En remplacant y par — y dans cette derniére inégalité

on a Re(y, x) > 0 donc Re(y, x) = 0. En remplagant y par iy dans cette égalité il vient Re i(y, X) = 0, donc Im(y, x) =0 et
par conséquent (y, X) = 0 pour tout y de F.

Réciproguement supposons que (y, X) = 0 pour tout y de F, la relation de Pythagore donne ||y — x||* = lyll* + [IXII* = [IXII%,
donc d(x, F) = ||x — 0| et 0 = pg(x).

(iii) Pour x et y dans E posons X' = pg(x) et y' = pe(y). Pour tous scalaires a et g, ax' + fy' appartient a F et pour tout z
deFona(ax+py—ax'=py’,2) = ax-x,y)+ Ay-y’,z) =0donc ax + fy — ax' — py’ est orthogonal a F et d’apres
(i) ox" + By’ = pe(ax + py). pe est donc un endomorphisme de E.

D’autre part d’aprés le théoréme de Pythagore on a ||x||* = [|X||* + |Ix — X'||* > ||x'||* donc ||pe(X)|| < ||X]|. L’application pg
est donc continue et de norme < 1. D’autre part si x appartient a F on a pe(x) = x donc ||pe(X)|| = ||| et ||pel| = 1 et par
conséquent ||pg|| = 1.

(iv) x appartient a Ker pg ssi x est orthogonal a F d’aprés (ii) d’ou le (iv).
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Exercice 25

Avec les notations du théoréme montrer que F* = F. Plus généralement si F est un sous-espace vectoriel quelconque
deEonaF"=F.

Exercice 26 : théoréme de I’isomorphisme de Hilbert

Montrer que I’application de E dans son dual topologique E’ qui a x € E associe la forme linéaire (. ; X) est un
isomorphisme isométrique anti-linéaire, bicontinu.
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Exercices complémentaires

m Montrer que I'ensemble GL(E) des application linéaires inversibles d’'un espace vectoriel E est un ouvert
de E dans les deux cas suivants :

1/ dans le cas ou E est de dimension finie en utilisant le déterminant;

2/ dans le cas général en supposant que E muni d'une norme ||.|| est complet.

E Soit E un espace vectoriel de dimension n. Montrer que I'ensemble des endomorphismes de rang
inférieur ou égal a p est un fermé de L(E).

@ Soit F une partie non vide d'un espace métrique E. Si x est un élément de E on note d(x, F) = Iyr!;‘d(x,y)
la distance de x a F.

1°/ Montrer que pour tous x ety de E on a : |d(x, F) —d(y, F)| < d(x, y).

Que peut-on en déduire pour I'application x — d(x, F) de E dans R ?

2°/ Si F est fermé montrer que d(x, F) =0 < x e F.

De fagon générale montrer que d(x, F) =0 < x € F (adhérence de F dans E).

[1IV]1°/ Montrer que dans un espace métrique tout fermé est intersection dénombrable d'ouverts et tout
ouvert est union dénombrable de fermés (utiliser I'exercice précédent).

2°/ Si A et B sont deux fermés non vides et disjoints il existe deux ouverts U et Vtelsque Ac U, BcV et
Uunv=4d.

Espaces | P(N).

Soit p un réel de l'intervalle 1, + o[.

1°/ Soit q € R tel que l+l = 1. Soient (x) et (y;) deux suites complexe. Démontrer 'inégalité :
P q

1/p 1/q
>xyi|< {Z|xi|p} {Z|yi|q} (Inégalité de Holder).

i>0 i>0 i>0

1/p
2°/ Si x = (x;) est une suite complexe on pose ||X||, = [Z|xi |p} (éventuellement égal a + ).
i20
Montrer que pour toute suite complexe y = (y;)) on a :

[IX +yllp < |IXIlp + Ilyllp (inégalité de Minkowski).

3°/ On pose IP(IN) = {x = (x)) € I(IN) / Y_|x,|" <+ oc}. Montrer que I°(IN) est un espace vectoriel et que

i>0
1/p
[1XIlp = {Z|xi |p} définit une norme de cet espace.
i>0
4°/ Montrer que (I°(IN), |.||,) est un espace de Banach.

5°/ Montrer que (I°(IN))’, dual topologique de I°(IN), est isomorphe a I%IN) (indication : considérer
I'application ¢ de I1%(IN) dans (I°(IN))’ qui a (x;) associe la forme linéaire (y;) — inyi > montrer que @ est

i>0

bien définie, gu’elle est linéaire, continue, isométrique et bijective).
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Remarque : 1/,2/,3/ et 4/ sont valables avec p = 1 et q = o« (I"(IN) désigne I'ensemble des suites complexes
bornées et il est muni de la norme |[x||..= Sup|xi).

Montrer que (I'(IN))’, dual topologique de I*(IN), est isomorphe & I“(IN).
[VII] Topologie de My(n)
Soit Mi(n) I'ensemble des matrices carrées de type (n, n) a coefficients dans K (R ou C).

1°/ Montrer que I'application de Mk(n) qui & M associe dét(M) est continue. En déduire que l'application de
GLk(n) dans GLk(n) qui & M associe M™* est continue.

2°/ L'application de Mg(n) dans K[X] qui & M associe son polynéme caractéristique est-elle continue ?
Méme question pour I'application de Mg(n) dans K[X] qui & M associe son polyn6me minimal.

3°/ al Montrer que GLc(n) est connexe par arcs. Montrer que GLg(n) n'est pas connexe.
Montrer que I'ensemble des matrices de rang r de Mc(n) est connexe par arcs.

b/ Montrer que GLg(n) et dense dans Mg(n)
Applications : a/ les matrices AB et BA ont méme polyndme caractéristique.

b/ Quelle est le centre de My(n) ? En déduire en utilisant la question 1/ celui de GL¢(n).

4°/ al Soit Dc(n) et D'c(n) I'ensemble des matrices a coefficients complexes diagonalisables et des matrices
ayant n valeurs propres distinctes deux a deux. Montrer que D¢(n) et D'c(n) sont denses dans Mc(n).

b/ Montrer que l'intérieur de Dc(n) est D'c(n).
Applications : a/ Pour tout A de Mc(n) on a dét(e?) = e™®
b/ Démontrer le théoreme de Cayley-Hamilton

¢/ Pour tout A de Mc(n) on pose C(A) = {M € M¢(n) / AM = MA} (commutateur de A). Montrer que si A
est diagonalisable on a dim C(A) > n. Montrer que I'ensemble F = {M € M¢(n) / dim C(M) > n} est un fermé
de Mc(n) et en déduire que F = Mc(n) (Autrement dit, pour toute matrice A de Mc(n) on a dim C(A) > n).

5°/ Soit Tr(n) I'ensemble des matrices trigonalisables de Mg(n).
a/ Montrer que Tgr(n) est un fermé de Mg(n).
b/ Montrer que Tr(n) est I'adhérence de Dg(n).

[VIIl] Théoréme spectral

Soit Mc(n) I'ensemble des matrices carrées d'ordre n munit d'une norme induite par une norme de C" (voir

Chap. lll, exercice complémentaire I). Pour A € Mc(n) soit p(A) = Max{|4| / A valeur propre de A} (rayon
spectral de A).

1/ Montrer que pour tout entier naturel non nul k on a : p(A) < ||AY|M.

Dans les deux questions suivantes on munit C" de la norme ||.||, (définie par ||(x)|]. = Z|xi|). La norme
i=1
n
induite dans Mc(n) est alors définie par [|A|| = Max2|a l.| (voir I'exercice 21 de ce chapitre).
<jsn it

. 1/k
2/ Montrer que si A est diagonalisable on a p(A) = lI(lm ”A"” )

. Ik
3/ Montrer en utilisant la décomposition D + N (Chap. llI, 1/5/) que p(A) = ||<Im ”A"”l :

4/ Etendre le résultat précédent a une norme quelconque de Mc(n).
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Soit | un idéal de 'algébre E = C(E, R) des fonctions continues d’'un espace métrique compact E dans
R.

1°/ Montrer que si | est distinct de E tous les €léments de | ont un zéro en commun (considérer ﬂZ(f), ou
fel

Z(f) désigne I'ensemble des zéros de f, et raisonner par I'absurde).

2°/ En déduire que les idéaux maximaux de E sont de la forme I, = {f € E / f(X) = 0} ou x est un élément de
E.

L'ensemble des applications lipschitzienne de [0, 1] dans R muni de la norme

N(f) = Suplf (x)|+ Sup w est-il complet ?

x€[0.]] X#£Y

1°/ Soit F un sous-espace vectoriel fermé d’'un espace vectoriel normé (E, ||.]|). Montrer que
I'application de I'espace vectoriel quotient E/F dans R qui & X associe Inf y|| est une norme sur E/F. Si de
yex

plus E est un espace de Banach, (E/F, N) aussi.

2°/ Montrer gu’une forme linéaire f d’un espace vectoriel normé E est continue ssi son noyau Ker f est
fermé dans E.

Soit A = {(x,) € P(N*) / |x,| < l} (« cube de Hilbert »). Montrer que A est un compact de [*(IN*)
n

(montrer que A est précompact et complet).
Xlll | Soit E = [0,1]" 'ensemble des suites & valeurs dans [0, 1] muni de la distance d définie par
X —
d((Xn), (Yn)) = Z|”2—ny”| Montrer que (E, ||.||) est un espace métrique complet.
n=0

En déduire que tout espace métrique compact est homéomorphe a un sous espace de (E, ||.|]).

Soit Cy I'ensemble des suites réelles tendant vers 0 et muni de la norme ||(Xn)|| = Sup |X,|. Montrer

gue la forme linéaire ¢ de Cqy définie par ¢((x,)) = Z 5 " est continue et que sa norme n’est pas atteinte

n+l
n>0

(i.e il n'existe pas d’élément (x,) de Co de norme 1 tel que ||¢]| = ¢((Xn)).

Il n'existe pas d'applications linéaires continues u et v de E dans E (espace vectoriel normé) telles que
vou — UoV = Idg (indication : montrer que pour tout entier naturel n on a vou™* — u™*ov = (n+1)u" puis
considérer I'application de L(E) dans lui-méme qui a f associe vof — fov).
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Chap. 6 : topoloqgie, correction

des exercices.

Exercice 1

1°/ Puisque R et C sont complets, cela résulte du (iii) de la propriété précédente.

2°/ Dire que (f,) est une suite de Cauchy de C([a, b], K) équivaut a :
Ve>0,INelN /Vp2N,vq=N : [f,—f).<sou :
Ve>0,INeIN /Vp=2N,Vag=N,Vxelab]:|[f(x)-f(X)| <&

Cela signifie que la suite (f,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f (voir « Suite et séries de
fonctions », 1.3.2). De plus f est continue et :

Ve>0,ANelN /Vn2N,VXxe([ab] : [fx)-f(X)| <goulf,—f, <&

Par conséquent (f,) converge vers f dans E et donc E est complet.
3°/ Montrons par exemple que l 1(]N) est complet. Soit (x*) oen Une suite de Cauchy de l 1(IN) c’est-a-dire :
Ve>0,3NelN /Vp2N, VN : [x?-x9 < gsoit :
Ve>0,3NelN /Vp=N,Vg=N : §|xﬁp>—x§q>| <e ().
k=0

Fixons k e IN. La relation précédente donne: vV £>0,3INeIN /Vp=N,Vg=N : |x§’” —xﬁ‘”| < g donc la suite

(xﬁ”))neN est de Cauchy dans K donc convergente. Soit ay sa limite.

1 . . .
Posons s = (ay)x et montrons que s l (IN). La relation (*) montre que pour tout entier M et tout entierp>Nona:

M M
Y |x" = x| < & En faisant tendre p vers I’infini il vient "|a, —x{"| < & et M étant un entier quelconque on obtient
k=0 k=0

+o0
> |a, - x| < & On écritalors :
k=0

Slaf <> fa, X0 P < S X +  < e KO
k=0 k=0 k=0 k=0
M étant quelconque on a donc §|ak| < + oc et par suite s appartient a l 1(]N).
k=0

. . 1 . . .
Montrons maintenant que la suite (X(p))peN converge vers s dans l (IN). D’apres (*) pour tout entier M et tous entiers

M M
petg=Nona Y|x* —x{¥| < & En faisant tendre q vers Iinfini il vient >'|x(*’ —a,| < & En faisant tendre M vers
k=0 k=0

I’infini on a donc Z|x£") - ak| < ¢, soit |[x®) - s||; < & pour tout entier p > N, donc (x*) __ converge bien vers s dans
k=0

peN

1)
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4°/ Montrons par exemple que E = C([0, 1]; K) muni de la norme
1 n’est pas complet. Soit (f,,) la suite de fonctions de E définie par A
le graphique de f,.. Soit d’autre part la fonction g définie sur [0, 1]
par g(x) = 1six € [0, 1/2] et g(x) = 0 si x € ]1/2, 1] (g n’est donc

pas élément de E). On a Ll| f,(x)— g(x)dx — 0 quand n tend vers

I’infini. On en déduit facilement, grace a I’inégalité triangulaire
pour les intégrales, que (f,) est une suite de Cauchy dans (E, ||.||»)-
Supposons que (f,) converge dans cet espace vers f. On a écrit

[]1F(x)-g(xfax < ] (x)— F, (<)o + [ Jo (x)- , (x}x . En

faisant tendre n vers I’infini il vient E| f(x)—g(x)dx = 0et

. . 12 1/2+1
comme f et g sont continues sur [0, 1] — {1/2} on en déduit que "

f(x) = g(x) pour tout x de [0, 1] — {1/2}. Or cela est impossible car par hypothese f est continue sur [0, 1] et g ne peut
pas se prolonger par continuité en 1/2.

Exercice 2

Si a est point fixe de f alors f(@) = a donc f (@) = a et aest point fixe de f". Comme f " est contractante elle a un
point fixe unique S d’aprés le théoréme précédent donc « = f. Par conséquent f a au plus un point fixe.

D’autre part on a f "(B) = gsoit f "(f(5)) = f(). Cela montre que f(5) est aussi point fixe de f " et par unicité on conclut
que f(f) = gdonc Sest aussi point fixe de f.

Exercice 3

1°/ Soit E = C([a, b]; IR) muni de la norme du sup : c’est un espace de Banach (ex. 1, 2°/). Soit @ I’application de E
dans E qui a f associe /‘t_[: K(x,y)f(y)dy + ¢(x). Elle est bien définie car K étant une fonction continue sur [a, b]x

[a, b] I’application x ALb K(x,y)f (y)dy + ¢(x) est continue sur [a, b] (voir « Suites et séries de fonctions », 2.4.3).

Pour tous f et g de E et tout x de [a, b] on a |&(f)(x) — &(Q)(x)| < |/1|J':|K(xy)|| f(y)-g(y)dy <|4M(b - a)|If - g]|.. ot
M= Sup [K(x y)| ,dou: [|&(f)(x) — AG)(X)|.- < [AM(b - a)l[f - g,

(x,y)e[a,b]z

et par conséquent @ est contractante pour |AM(b —a) < 1, i.e. pour |A] suffisamment petit. On conclut par le théoréme
du point fixe.

2°/ Considérons I’application ¥de E dans E qui a f associe x ALXK(x,y)f (y)dy +o(x).
Pourfetgde E ettoutxde[a, bjona:
0 ) - 1)) < [ KOGy F(y)-g(y)dy < [AM]|f g, (x—a).
De méme | #*(f)(x) - ¥ < |AM [ ](f Xy)-¥(gXy)dy < [AM ["[aM]f - g, (y—a)dy d’aprés I"inégalité

précédente soit :

|#2(0)0) - P < |4 M2[f -g], (X_zga L

Par récurrence on obtient pour tout entier n, tout x de [a, b] :

1P () - P@)] < |4 M| f —9”@—()(;!&) '
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; b-a)’ "
On en déduit |¥"(f) - ¥"(@)ll.. < [4] M"|f - g], Q Comme le deuxiéme membre tend vers 0 quand n tend vers
n!

e N b-a) s
Iinfiniona [4|"M"||f - g # <1 pour n assez grand donc ¥est a itérée contractante et on conclut comme
*

précédemment gréce a I’exercice 2.

3°/ Dire que y € C'(1) est solution de (*) équivaut & dire que pour tout tde I on a :
t t
y(t) = LO A(u)y(u)du + Lob(u)du + Yy,

Soit [a, b] est inclus dans I; on munit C" d'une des normes définies dans les préliminaires et I'ensemble des matrice
M,(C) d'une norme dérivée de cette norme voir 4.3.2). Alors E = C([a, b], C") muni de la norme du sup est un espace

de Banach (voir exercice 12). Soit I'application @de E dans lui-méme qui a f associe t — f A(u) f (u)du + h(t) avec

h:t— f b(u)du+y,. Comme au 2°/ on montre que @ a une itérée contractante (en utilisant que

[[AWTW) || <||AW)]|.|If(u)]| pour tout u dans [a; b] : voir exercice 20) donc I'équation a une unique solution sur tout
intervalle [a; b] inclus dans | d'ou on déduit aisément le résultat.

Exercice 4

Il suffit de passer aux complémentaires dans la définition d’un espace compact en utilisant que le complémentaire d’un
ouvert est un fermé et que le complémentaire d’un fermé est un ouvert.

Exercice 5

p
Supposons que ﬂ F, = . D’apres I’exercice précédent il existe des entiers n; < ... <n, tels que ﬂ F, =9, soit
k=1

neN

F., =9 puisque la suite (F,) est décroissante.

n

Exercice 6

Pour tout entier naturel non nul n on peut recouvrir E par un nombre fini de boules de rayon < 1/n (E étant
précompact). Soit D I’ensemble des centres de ces boules. D est un ensemble dénombrable comme union dénombrable

- . . 1 o 1
d’ensembles finis. Soit x € E et ¢ > 0. Il existe n € IN* tel que — < get il existe a, € D tel que x € B(a,, —), boule de
n n

1 1 .
centre a, et de rayon —. On a donc d(x, a,) < — < gpar conséquent D est dense dans E.
n n

Exercice 7

Dans un espace métrique quelcongue les boules fermée sont fermée et bornées, donc la boule unité B, de l (IN)
également. Soit e, I’élément de B, dont tous les termes sont nuls sauf le p-ieme qui vaut 1. On a pour p # q,

|le, — eqlls = 2 ce qui prouve qu’on ne peut extraire de la suite(e,) aucune sous-suite convergente. Donc B; n’est pas
compacte.

Exercice 8

F étant une isométrie elle est continue et injective. Soit x un élément de E. Définissons la suite (x,) de E par récurrence
en posant Xo = X et X,+1 = f(Xn). E étant compact on peut extraire de (x,) une suite convergente (X,). f étant une
isométrie on a pour tout entier naturel n: d(f “™P(x), f AV(x)) = d(f 1AV (x), xo). Mais F4™D(X) = X yne1), T (X) = Xoq)
et lim d(Xn+1), X)) = 0 donc lim d(fA™D-4V(x), x,) = 0. Par suite tout élément de E est limite d’une suite de f(E), donc
f(E) est dense dans E, i.e ﬂa = E. D’autre part f(E) est compact comme image d’un compact par une fonction

continue, donc fermé dans E. Ainsi f(E) = f(E), d’oll f(E) = E et f est surjective.
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Exercice 9

Méme démonstration que le théoréme du 3.1.2, « Suites et séries de fonctions »).

Exercice 10

Voir I’exercice 14 « Suites et séries de nombres réel ou complexes »).

Exercice 11

Soit K un compact convexe de E (on rappelle que convexe signifie que pour tous x et y de K et tout réel t de [0, 1] on a
tx + (1 -t)y € K).

Soit a e K fixé et considérons, pour tout entier naturel non nul n, I’application f,, de K dans K définie par

f,(X) _1y (a)+ (1— lj f(x) (la définition est légitime car K est convexe).
n n

Pour (x, y) € KxKon a |[f,(x) = fa(Y)|| = [1—1) |[f(x) = f(y)|| < (1—1) |Ix —y]||. L’application f, est donc contractante
n n

dans K. K étant compact est complet. D’aprés le théoréme du point fixe f, a un unique point fixe x, € K.

D*autre part pour tout x de K on a [[f(x) - f,x)[| = %Hf(x) _f(a)]| < %||f(x)|| " %llf(a)ll. Mais f est continue sur le

compact K donc elle y est bornée. L’inégalité précédent montre alors que la suite de fonctions (f,) converge
uniformément vers f dans K.

Enfin K étant compact il existe une sous-suite (X)) de (X,) qui converge vers x € K. Montrons que x est point fixe de
f. En remarquant que Xymy = fom(Xpm) ON €crit :

[ = TN < 1% = Xgtapll + I Fotmotm) = FXem)ll + [ X ) = .
En faisant tendre n vers I’infini il vient ||x — f(x)|| = 0, donc x est point fixe de f.

Exercice 12

La définition |[fll.. = Sup|| f (x)|| est légitime car E étant compact et f continue, f(E) est borné dans F, et cela définit
xeE

clairement une norme dans C(E, F).

D’autre part dire que la suite (f,) de C(E, F) est de Cauchy équivaut a dire qu’elle vérifie le critére de Cauchy uniforme
donc qu’elle converge vers f € C(E, F) uniformément, ce qui équivaut a dire qu’elle converge vers f au sens de la
norme précedente.

Exercice 13

Soit R, la réunion du rectangle ouvert ]0, 1/n[x]0, 1[ et des deux segments [0, 1/n]x{0} et [0, 1/n]x{1}. Alors R, est
une suite décroissante de connexes dont I’intersection est constituée de la réunion des deux points (0, 0) et (1, 0) qui
n’est pas connexe.

Exercice 14

1°/ Si f n’est pas strictement monotone sur | il existe X1, X,, et Xg dans | tels que x; < x, < X3 et par exemple

f(xy) < f(x3) < f(x2). Soity e Jf(xs), f(x2)[ < If(x1), f(x2)[. D aprés le théoréme des valeurs intermédiaires I’'image par f de
[x1, X2] est une intervalle contenant f(x,) et f(x,) donc contenant y, et par conséquent il existe ¢ € Jxi, X[ tel que f(c) = y;
commey € ]f(xs), f(x2)[ il existe de méme ¢’ e Jx,, x3[ tel que f(c’) =y. Comme ¢ = ¢’ cela contredit I’injectivité de f.

f(x)-f(y)

X—y
Comme f est continue ¢ aussi; d'autre part T est convexe donc connexe. Par conséquent ¢(T) est un connexe de R i.e.
un intervalle. Par hypothéses ¢ ne s'annule pas donc elle garde un signe constant sur T d'ou le résultat.

Autre démonstration : Soit T ={(x,y) e | x I / x <y } et ¢ l'application de T dans IR définie par ¢(x, y) =
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2°/ Pour tous réels x et x' ona : f(x) = f(x') = fof(x) =fof(x") soitax+ b =ax"+bdoncx=x"cara=0.festdonc
injective; d’apres le 1°/ f est strictement monotone donc f o f est strictement croissante soit a > 0.

Exercice 15

L’application f de (IR, |.|) dans (f((a, b)), |.|) est un homéomorphisme (conséquence (ii) du théoréme du 3.2) et f * de
(f((a, b)), |.|) dans (IR, &) est une isométrie par définition de &, donc est aussi un homéomorphisme. Par suite I’identité
de (R, |.|) dans (IR, &), composée des deux applications précédentes, est un homéomorphisme de (IR, |.|) dans (IR, o).
Les distances set |.| de IR sont donc topologiquement équivalentes.

Si f est bornée ces deux distances ne sont pas équivalentes car une est bornée et pas I’autre.

Exercice 16

1°/ Soit f une application continue de [a, b] dans [a, b] et considérons I’application g de [a, b] dans IR définie par
g(x) =f(x) —x. Onag(a) = f(a) —a >0 et g(b) = g(b) — b < 0 donc d’apres le théoréme de la valeur intermédiaire il
existe ¢ € [a, b] tel que f(c) =0, i.e f(c) = c.

Remarquons qu’en général il n’y a pas unicité du point fixe de f.

2°/ Si f est un homéomorphisme de IR dans IR? et si a € R fixé alors I’application de IR — {a} dans R? — {f(a)} qui & x
associe f(x) serait un homéomorphisme. Or cela est absurde car R — {a} n’est pas connexe alors que R? — {f(a)} I’est.

En effet I’application de R” x S', ot S" est le cercle unité, dans IR? - {(0, 0)} qui & (r, u) associe ru est une application

continue surjective donc IR? - {(0, 0)} est connexe comme image d’un connexe R’ x S* (produit de deux connexes)
par une application continue, donc IR? - {f(a)}, translaté de IR? — {(0, 0)}, aussi.

De méme on montrerait que R n’est pas homéomorphe a R".

3°/ QQ étant dénombrable il en est de méme de f(Q). Comme f(R — Q) < Q, f(IR — Q) est aussi dénombrable donc
f(IR) également. Or si f n’est pas constante f(IR) est un intervalle de IR non réduit a un point donc non dénombrable.
Par conséquent f est constante.

Exercice 17

1°/ Soit E un espace métrique connexe par arcs. Si E n’est pas connexe il existe une application continue f non
constante de E dans {0, 1}. Soient x et y des antécédents de 0 et de 1 respectivement. E étant connexe par arcs il existe
un chemin yjoignant x et'y. Alors f o yest une application continue de [0, 1] dans {0, 1} non constante, ce qui est
absurde puisque [0, 1] est connexe.

(on aurait pu utiliser aussi la définition d’un espace connexe).

2°/ Soit D un ouvert non vide d’un espace vectoriel normé E et montrons que si D est connexe alors il est connexe par
arcs. Soit X € D un point fixé de D et D’ I’ensemble des points de D qui peuvent étre joints a X, par un chemin de D. Il
suffit de montrer que D’ = D pour conclure que D est connexe par arcs.

Montrons que D’ est un ouvert de D. Soit x € D’. D étant ouvert il existe une boule ouverte B de centre x contenue
dans D. Or tout élément de B peut étre joint a x par un chemin de B donc de D (prendre par exemple le chemin

t > ty + (1 - t)x). Donc tout élément de B peut étre joint & xo par un chemin de D i.e B = D’. Ainsi D’ est bien un
ouvert de D.

Montrons maintenant que D’ est un fermé de D. Soit (y,) une suite d’éléments de D’ convergeant dans D vers |. D
étant ouvert il existe une boule ouverte B de centre | de rayon & contenue dans D. Comme la suite (y,) converge vers |
il existe un entier n tel que x, € B. On peut joindre X, a Xo par un chemin de D (car x, € D’) et on peut joindre | a x, par
un chemin de B (on peut prendre comme précédemment un segment de droite) et donc on peut joindre | & xo par un
chemin de D. On a ainsi | € D’ donc D’ est un ferme de D.

Mais D étant connexe ses seules parties a la fois ouvertes et fermées sont D et &J; comme D’ = J, ona donc D’ =D et
D est connexe par arcs.
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Exercice 18
Soit B = (&y)i<s Une base de E constituée de vecteurs normés et (e;)icn Un sous-famille de B. Soit la forme linéaire f
définie par f(e, ) = netf(e;)) = 0sijn’est pas égal a un i,. Alors f n’est pas continue car elle n’est pas bornée sur la
sphére unité.

Soit f une telle forme linéaire non continue, et posons pour tout x de E : |[[x]|| = ||| + [f(X)]. On verifie facilement que
c’est une norme de E. Si elle était équivalente a ||.|| il existerait une constante k telle que |||.]|| < k.||.||, soit, pour tout x de
E, [f(X)| < (k= 2)||x||, et donc f serait continue.

Exercice 19

On sait que deux normes équivalentes sont topologiquement équivalentes.

Réciproquement dire que deux normes ||.||; et ||.||l. d’un espace vectoriel normé E sont topologiquement équivalentes
c’est dire que I’identité de (E, ||.||.) dans (E, ||.||.) est une application linéaire continue ainsi que sa réciproque donc il
existe deux constantes strictement positives k et k’ telles que [[x|[> < k|[x[|, et ||x||l. < K’||x||. d"aprés le (vii) du theoréme du
4.3.11.e les normes ||.||; et ||.]| sont équivalentes.

Exercice 20

1°/ Pour tout x non nul de E, x/||x|| appartient a la boule unité de E donc |ju(x/||x|])]| < ||ul| soit [Ju(X)|| < [ju]l-][x]|, inégalité
encore valable si x = 0.

2°/ Posons M = Sup||u(xj| . Comme la sphére unité est incluse dans la boule unité on a M < ||u||. D’autre part pour tout

)

x non nul de la boule unité on a [Ju(x)|| = JIX| < M.IIx]l < M; cette inégalité étant encore valable pour x = 0 on en

déduit que ||u|| < M, d’ou M = ||u]|.

Posons de méme M’ = Sup Jucx)] Comme |ju]| = Supu(x)] = Sup o) ona M’ |ju]|. D autre part pour tout x non
wo x| -1 b X B
nulde Eona ||u(xj| = |Juy)|| (avec y = x/||x|| de norme 1) donc M < ||ul|, soit M” < ||u]|, d’ou |ju|| = M’
[ b o |

SoitA={a>0/V x € E, |Ju(X)|| <a||x||}. C’est un sous-ensemble de IR. non vide d’apreés le théoréme du 4.3.1 (vii).
On peut donc considérer m = Inf A. Comme [|u(X)|| < ||ul|.|[x|| pour tout x de E ona m < ||u]|.

Soit d’autre part £ > 0. D’aprés la caractérisation de la borne inférieure dans IR il existea € Atelqguem<a<m+ ¢
Pour tout x de la boule unité de E on a ainsi ||u(x)|| < a||x|| < (m + &), donc |ju]] £ m + & et &> 0 étant quelconque on en
déduit que [|u]| < m; d’ou I’égalité.

3°/ Pour tout x de la boule unité de E on a |[uv(X)|| < [|ull-IVOOII < [Jull-]IVII-IIXII [ull-|Iv]l, et en passant au sup sur X € B on
obtient |juv|| < ||ul|.|[v]]-

4°/ Evident.

5°/ SoitH={x € E/f(x) =1} etd = d(0, H) = IxnI||x|| Pour tout x de H on a : 1 = [f(X)| < |Ifll.|Ix]|, donc ||x|| > 1/||f|], d’ou
d > 1|l

Soit d’autre part &> 0 tel que ||f|| — &> 0. 1l existe x appartenant a la sphere unité tel que ||f|| — & < [f(x)] <||f||. Comme

x/f(x) € H on a |[XI|/[f(x)] = d soit 1/[f(x)| > d. D’o0 d < ||f||1 . On en déduit d < 1/|ff|. Finalement d = 1/][f|.
—&
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Exercice 21

1°/ Prenons dans C" la norme ||.|ls. Si M = (a5;) € My etsi X = (xy, ..., X)) € C"ona:

IMX = 338, x| <33 fa

i=1|j=1 i=1 j=1

a, < (sup X )X,

donc ||M]| < Mjax;‘aiyj‘.

n
D’autre part soit e; est le i-ieme vecteur de la base canonique de IR" on a [|Mej||; = Z‘am‘ , et g; appartenant a la boule
i=1

n n
unité on a donc ||M|| > Z‘am‘ pour tout j soit ||M|| > MaxZ‘aiyj‘.
i=1 L]
n
Par conséquent ||M|| = M_axZ‘ai j‘ (maximum des sommes des valeurs absolues des €léments des colonnes de M).
oty

Munissons C" de la norme ||.||... Avec les notations précédentes on a |[MX||., = Max

1<k<n

Zal iX;
=1

n n n
< Max Z‘ai'jxj‘s MaxZ‘ai,j‘.HXHm. On a donc ||M|| < '}Qigﬁ(zll‘ahi"
j=

1<k<n i1 I<i<n i

D’autre part pour i fixé dans {1, ... , n} soit X le vecteur dont la j-iéme composante estégalea 1sia;jest>0et-1

sinon. On a ||MX||OO_

n

‘ Comme ||X||..= 1 on a par conséquent ||M|| >
i=1 J—

‘ pour tout i de {1, ..., n} et

n n
(IM]| > Maxz:‘ai j‘ . Finalement |M|| = Maxz:‘ai j‘ (maximum des sommes des valeurs absolues des éléments des
I<i<n et ’ I<i<n et ’

lignes de M).
2°/ Soit C" muni de sa norme euclidienne canonique et soit M une matrice autoadjointe.

Elle se diagonalise dans une base orthonormée (fy, ..., f,). Soit p = Max{|A4| / A valeur propre de M}. Pour tout

2
= i|ﬂ«|2 I = i|ﬂ«|2 %[ (o A est valeur propre de M pour
k=1 k=1

le vecteur propre f,). On a donc [[MX || < o%|IX|/%, soit |[M]| < p. D'autre part si p = |4, on a ||[Mf,|| = |4, donc |[M]| > p.
Finalementon a |[M|| = p

X =(Xg, ..., %) de C"ona [[MX ||* = Hz/yxk f,
k=1

Si M est une matrice quelconque alors la matrice M*M est autoadjointe et on a pour tour X de C" de norme 1 :
IMX][? = (MX; MX) = (M*MX, X) < || M*MX || < [[M*M]| < [[M*].[[M]|

En passant au sup sur X on en déduit que ||[M||>< [|[M*M]| < |[M*|.||M]|. Si M = 0 on a donc ||M]| < ||[M*||. En remplagant
M par M* il vient ||[M*|| < |[M[| soit |[M|| = ||M*|| (relation valable aussi si M = 0).

Enfin [[M*M]| < [[M*[.|M|| = [IM|-IM]| = IM|[*. Finalement ||M]|]*> = ||[M*M|| = Max{|A| / A valeur propre de M*M}.
Exercice 22
1°/ On a||l,|| = n, donc cette norme ne dérive pas d’une norme de IR" si n > 1 (exercice 20, 4°/).

2°/ Pour tout M € M,(C) on a [Tr(M)| < ||M|| donc I’application trace est continue, et ||Tr|| < 1.

Soit A la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf un des termes de la diagonale qui vaut 1. On a ||Al| = 1 et
[Tr(A)| = 1 donc ||Tr|| > 1. Par conséquent ||Tr|| =
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Exercice 23

L’ application ¢ qui a f associe f(0) est une forme linéaire et pour tout f de E on a |¢(f)| < |[fl|... Donc ¢ est continue et
@l < 1. Si fest la fonction constante égale a 1 on a ||f||..=1 et |¢(f)] = 1 donc ||@l| > 1 soit ||¢l| = 1.

De méme si yest la forme linéaire définie par y(f) = jol f(t)dt ona U: f (t)dt‘ <|Ifll et si f est la fonction constante
égalea 1, y(f) =1donc ||y =1.
Exercice 24

1°/ On a pour tout entier naturel n, ||(X")’|| = n, donc I'application P — P’ n'est pas continue sur la boule unité donc
pas continue. Soit ¢ I'endomorphisme de Cn[X] défini par ¢(P) = P'. Pour tout P = Zaixi de C,[X] tel que ||P]| <1

i>0

on a|[@(P)|| = Sup [iai| < n, donc g est une application linéaire continue de norme <n. Si Q = X"onal|Q|=1et

[|{Q)|| = n donc ||¢|| = 1 et par conséquent ||¢|| = n.

osons a = re'® (avec r > 0) et supposons r > 1. Pour tout entier naturel n soit P, = > e ™ X*:ona|lP,||=1¢€
2°/ P ' 0) et supp > 1. Pour tout ent turel tP ke x K Pi|=1et
k=0

n
f(Py) = z r* >r", donc f n'est pas bornée sur la boule unité donc f n'est pas continue pour |a| = r > 1.

k=0
. ‘ v 1= 1 .
Supposons r < 1. Pour tout polyndme P = »"a, X onalf(P)| < > [a,|r* < I\ﬁla(1)x|ak|2r = IP| < 1—||P|| (ou
k>0 k>0 2 k>0 —r —r
n est le degré de P si P = 0), ce qui prouve que f est continue et ||f|| < %
—r
n,o n 1—r"t
D'autre par posons P, = » e ™“X*. Ona|Py|=1etf(P)) = > r* = . ce qui montre que pour tout entier naturel
k=0 k=0 -r

n+l

nonallf]| =

, et en passant a la limite quant n tend vers l'infini il vient . ||f|| > r et finalement :
-r

1 1
Il = —=—=
1-r 1-a

Exercice 25

On a de facon immédiate F < F*.

Soit x € F** et x' son projeté orthogonal sur F. Onax—x' € F*. Pour toutzde F*ona (x - x',2) = (X, 2) - (x', 2) = 0

car chacun des termes est nul. On a donc x — x' € F . Par conséquent x — x' € F*n F" = {0} soitx = X" et x € F.
Dol F=F",

Soit F est un sous-espace vectoriel quelconque de E. Si x et y appartiennent & F* pour tous scalaires « et Set tout z de
Fona(ax+ fy,2) = a(x z) + Ay, z) =0 donc ax + Ay € F*- et F-est ainsi un sous-espace vectoriel de E. D’autre part
si () est une suite de F*- convergente vers X, pour tout entier n et tout z de F on a (x,, z) = 0, et en passant & la limite,
compte tenu de la continuité du produit scalaire, il vient (x, z) = 0 donc z € F* ce qui prouve que F* est un sous-espace
vectoriel fermé de E. De plus on montre facilement que si F est un sous-espace vectoriel de E il en est de méme de F .

Cela étant, comme F c F**,ona F < F** (F** étant fermé dans E). D’autre part F = F donc F* < F* puis
F < F* = F, d’aprés I’étape précédente (F étant un sous-espace vectoriel fermé de E), et finalement :

F =F"
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Exercice 26

Pour x e E soit ¢ la forme linéaire de E définie par ¢x(y) = (y, X) pour tout y de E. On a |@a(y)| = |(y, X)| < |IX]|-|IVIl
d’aprés I’inégalité de Cauchy-Schwarz donc ¢ est continue et de norme <||x||. D’autre part si x est non nul et si

y = x/||X||, on a ¢x(y) = ||x|| et par conséquent ||¢| = ||X||, égalité encore valable si x = 0. L application ¥de E dans E’
qui a x associe ¢y est donc bien définie de E dans E’ et c’est une isométrie. Elle est donc injective et continue. 1l est
clair qu’elle est anti-linéaire. Montrons qu’elle est de plus surjective.

Soitdonc | € E'. Si l est nulle on al = #0).

Sinon cherchons x € E telle que | = ¥{x). Pour tout y de Ker | on doit avoir 0 = (y, x) donc nécessairement x €(Ker 1) .

Soit F = Ker |, sous-espace vectoriel de E fermé car | est continue. L’orthogonal F* de F n’est pas nul sinon
F- = {0} = E donc F = E (d’aprés I’exercice 25) et | serait nulle. Soit donc z € F*, non nul, et posons x = az, avec
a € C*. Déterminons « de fagon a ce que | = ¥(x). On a nécessairement 1(x) = I(az) = al(2)

=(az, az) = aa ||Z|}, soit & = 1(z)/||z|]*. Posons x = z et montrons qu’on a bien | = W(x). Notons que I(x) = ||x|>

LN xety" = (y)xO nal(y)=I(y) -

X X || ||
|(y)

Finalement Yest bijective et sa bijection réciproque est continue puisque c’est une isométrie, ce qui achéve la
démonstration.

Soity € E. Posonsy' =y —

=F,ie(y,x)=0.

Onadonc (y,x) = (y", X) =

(%, X) = I(y), et par conséquent | = ¥#(x).
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Correction des exercices complémentaires

I/ 1/ Une base de E étant choisie on peut identifier L(E) a I'ensemble des matrices M,(K) a coefficients dans K.
L'application déterminant de M,(K) dans K est continue car dét(M) est un polyndme des coefficients de la matrice M.
L'ensemble des matrices inversibles GL,(K) est alors un ouvert comme image réciproque de I'ouvert K — {0} de K par
I'application déterminant.

2/ Soit maintenant un espace vectoriel E de dimension quelconque muni d'une norme ||.|| et munissons L(E) de la
norme induite (voir 4.3.2). Soit u € L(E) tel que |[u]| < 1; montrons que Ide — u est inversible. Pour tout entier naturel k
on a [|u¥] < ||u|[* donc la série de terme général u* est convergente en norme donc est convergente vers v e L(E) (L(E)
étant complet d'aprés le théoreme du 4.3.2). D'autre part pour tout entier naturel k on a (Idg —

Wo(ldg + u + ... + u*) = Idz — u**X. En passant a la limite quand k tend vers + o il vient (Ide — u)ov = Idg (I'application
de L(E) dans lui-méme qui a w associe (Ide — u)o(w) étant continue en vertu de l'inégalité

[|(1d = wo(W)|| < |I(1d = u)]|o||w|[). De méme on montre que vo(lde — u) = Ide. Par conséquent Ide — u est inversible
d'inverse v.

Soit maintenant u e GL(E) quelconque. Si w e L(E) on écrit : u + w = uo(ldg + u™ow). Or Idg + u™ow est inversible
pour |ju™ow]|| < 1; comme [ju™ow]|| < |[u™||.|[w|| alors Idg + u™ow est inversible pour ||w]| < 1/[Ju|| = r, ainsi que u + w. Par
conséquent la boule ouverte de L(E) de centre u et de rayon r est incluse dans GL(E) et donc est un ouvert de L(E).

11/ Soit R, I'ensemble des matrices de rang inférieur ou égal a p (p < n). Si p = n alors R, = L(E) qui est fermé. Si

p < n, on identifie L(E) avec I'ensemble des matrices My(K) (K = R ou C) par le choix d'une base. Une matrice M
appartient a R, ssi tous les déterminants des matrices extraites d'ordre > p de M sont nuls. Si ces matrice extraites sont
My, ..., Mg alors R, est I'image réciproque du fermé {0} par l'application de M,(K) dans K qui a M associe

q
Z|dét(Mk)| (cette application étant continue car dét(My) est un polyndme des coefficients de M).
k=1

111/ 1°/ Pour tous x ety de E et tout zde F on a: d(x, z) < d(x, y) + d(y, z) <d(x, y) + d(y, F), par définition de d(x, F).
En passant I'inégalité a I'inf pour z € F il vient : d(x, F) < d(x, y) + d(y, F), soit d(x, F) — d(y, F) < d(x, y). En
échangeant les réles de x et y on obtient soit d(y, F) — d(x, F) <d(x, y), et donc :

|d(y! F) - d(X1 F)l < d(X1 y)
L'application x — d(x, F) de E dans IR est donc continue (lipschitzienne) dans IR.

2°/ Supposons que d(x, F) = 0. D'aprés la caractérisation de la borne inférieure il existe pour tout entier naturel non nul
n un élément f, de F tel que 0 < d(x, f,) < 1/n. La suite (f,) converge donc vers x et comme F est ferméonax € F
(Chapitre 1, 2.1).

Réciproquement, si x appartient a F on a d(x, F) < d(x, x) =0 donc d(x, F) = 0.

Si F est une partie quelconque et si d(x, F) = 0 on montre de méme que x est limite d'une suite de F i.e. x appartient &
F.

Si x appartient a F pour tout entier naturel non nul n il existe un élément f,, de F tel que 0 < d(x, f,) < 1/n. On a donc
d(x, F) <l/ndoud(x, F) = 0.

I\VV/ 1°/ Soit F un fermé et posons pour tout entier naturel non nul n: U, = {x € E/ d(x, F) < 1/n}. U, est ouvert
comme image réciproque de I'ouvert ]0; 1/n[ par I'application continue x — d(x, F) (voir exercice précédent). Comme

F={xeE/d(x, F)=0}(idem)onaF = ﬂUn d'ou le résultat.

nx1

En passant au complémentaire on obtient que tout ouvert est union dénombrable de fermés.
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2°/ Soient A et B sont deux fermés non vides et disjoints. D'apres l'exercice précédent I'application de E dans IR qui a x
associe d(x, A) — d(x, B) est continue donc les ensembles U = {x € E/d(x, A) —d(x,B) <0}etV={x e E/d(x, A) —
d(x, B) > 0} sont des ouverts disjoints. De plus si x € Aonad(x, A) =0etd(x, B) >0 (carx ¢ B) etdonc x € U et
ainsiAc U.DemémeonaBc V.

VI 1°/ Inégalité de Holder : la concavité de la fonction In donne pour a et b réels strictement positifs et 4 € [0; 1] :

JIna) + (1 - A)In(b) < In(Ja + (1 — A)b) soit a’b™ < 4a + (1— Ab. Si —+= =1 avec p >1, on obtient
P q

P q
ap¥< 210 pourysoet y > 0 on déduit (en posanta = X’ etb =y : xy < ~—+J— | inégalité valable aussi si x
p q p q
ou y est nul.

1/q

N 1/ p N
Soit X = (xi), Y = (yi), N un entier naturel et posons ||X||,n = [Z|Xk|p} et||Ylgn = [Z|yk|q} . Si |[X||]pn # 0 et
k=0

[[Yllon # 0 on pose pour i € {0, ..., N} X, =ﬁ et y, =W Pour toutiona: |x; yl‘<—+ % , et en sommant
N ap " " N
o b O\Xi\ Z\y.\ 2 Iy ' .
= N tient <= — =1, t ————— <1 ATARY (D¢ AY . Si
ei=02aN on obtien Z‘x y,‘ . ] p q soi ||X||p,N -||Y||q,N ou §|x, yi| <] ||p'N I ||(leN i

[IX[lon =0 ou ||Y|lqn = O cette inégalité est encore vérifiée. En faisant tendre N vers + oo on obtient
1/q
Shorl<[Zhr | TS|
i=0 i>0 i>0
2°/ Inégalité de Minkowski : on écrit pour tout entier i : [x; + yiP’ = [x; + Vil*™. |xi + il < [xi + yil" x| + [xi + yilP il

N N
soit en sommantde 0=1aN: X +Y||E,N <3 x + v w0 % + v || eton applique I'inégalité de Holder a
i=0 i=0

N 1/q 1/q
chaque terme du second membre ce qui donne : [[X +Y| < {Z|xi + yi|q(p'l)} X, + [Z|x +y, " } ¥l

i=0 i=0

N 1/q N 1/q
d'ol en divisant les deux membres par {Z|xi + yi|q“)'l)} =[Z|xi + yi|p} =[x +Y||Z',3 (vuquep-plg=1):

i=0 i=0

|% +Y||p’N §||X||p’N +||Y||p'N (inégalité valable aussi si ||X +Y||z/§ =0).

On obtient I'inégalité de Minkowski en faisant tendre N vers + oo,

3°/ Il est clair que si (x;) appartient a IP(IN) alors A(x;) aussi pour tout A complexe. L'inégalité de Minkowski montre
que si (xi) et (y;) appartienne a I°(IN) alors (x;) + (yi) aussi, donc I(IN) est un espace vectoriel sur C et || ||, est un norme
de I°(IN).

4°/ On procéde comme pour démonter que I*(IN) est un espace vectoriel de Banach (exercice 1 du chapitre).
Soit (X™),en Une suite de Cauchy de IP(IN) c’est-a-dire :
Ve>0,3NeIN/V r=N,Vs>N : |x—xO|,< gsoit :

Ve>0,INeIN/V r=N,Vs>N : Z|x“) xO” <eP (%),

Fixons k € IN. La relation précédente implique :
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< & donc la suite (x)

neN

Ve>0,INeIN/V r2N,Vs>N : |x|§r)—xf) est de Cauchy dans € donc

convergente. Soit ax sa limite.

Posons u = (a)x et montrons que u € I°(IN). La relation (*) montre que pour tout entier M et tout entier r >Nona:

M
Z‘Xlgr) _Xi((N)
k=0

o0
obtient z
k=0

M
p . o P . .
< &”. En faisant tendre r vers I’infini il vient )" la, — Xf(N)‘ < &”, et M étant un entier quelconque on

k=0

p
a — xﬁN) < &®. On écrit alors, d'apres I'inégalité de Minkowski :

M 1/p M . 1/p M . 1/p oo . 1/p
p N N N N N
{Zlakl} {Z\ak—xé) } {ZM’ } S{Z\ak—xé) } + [l < 2+ IO
k=0 k=0 k=0 k=0

M étant quelconque on adonc » [a,|” < + oo et ainsi la suite u = (ay) appartient & I’(IN).
k=0

Montrons maintenant que la suite (x™) converge vers u dans IP(IN). D’apreés (*) pour tout entier M et tous entiers r

neN

M

p . o
< £P. En faisant tendre s vers I’infini il vient Z
k=0

M
ets>Nona Y |x" —x’
k=0

p
X\ — ak‘ < ¢”. En faisant tendre M

490
vers I’infini on a donc Z

p
X\ —ak‘ < g”, soit :
k=0

X" — ull, < & pour tout entier r > N, donc (x™),_, converge bien vers u dans I°(IN).

5°/ Pour x = (x;) appartenant a I9(IN) et y = (y;) a I°(IN) I'inégalité de Holder montre que la série de terme général x;y; est
absolument convergente et |p(X)(y)| < |IX|lq-llyllp- Par conséquent la forme linéaire ¢(x) est continue et ||@(x)|| < |IX|lq
((IP(IN)' est muni de la norme induite par ||.||,) et donc I'application ¢ est bien définie.

Montrons que pour tout (x) € I%(IN) on a ||g(X)|| = |IX|lq ce qui montrera que ¢ est une isométrie. Supposons (x) = 0 et
posons pour tout entier naturel i : y; = Z.|xi |q'2 si x; = 0 et 0 sinon. On a |yl = "™ = |xi°, donc y = (y;) appartient

alP(IN). On aalors : p(X)(y) = . .Z.|xi|q_2 => |x[° =||x||f1 . On a donc, par définition de la norme induite :
k>0 k>

X 20
qa q q
e _ I il
qa _ q _ q

v, {zw}“p N

lle(ll =

= ||x||2'q'p =[x, (car q—a/p =1) et par conséquent on a bien [|p(x)I| = [IxIl
k>0
pour tout (x) appartenant a I%(IN).

@ étant une isométrie elle est donc continue et injective. Il reste a prouver qu'elle est surjective.

Soit donc f un élément de (I°(IN))'. Soit (&;) la suite complexe dont tous les termes sont nuls sauf le i-iéme qui vaut 1.
Posons x; = f(e;) pour tout entier naturel i.

f étant continue il existe une constante réelle C telle que [f(y)| < C.|ly||, pour tout y de I°(IN).

Soit N un entier naturel et posons : y; = Z.|xi|q'2 sixi #0etyj=0six;=00ui>N.Soityy=(y).Ona

N N N N 1/p N 1/ p
= Syt e) =3 T [ =3[! < c.{z|xi|*°<q-”} =C.[Z|xi|q} dod:
k=0 I)((:#OO k=0 k=0 k=0

N 1-1/p N
{Z|xi|q} <C ou {2|xi|q} <CY. L'entier N étant quelconque x = (x;) appartient a I%(IN) et comme
k=0 k=0

précédemment ona:y = (y;) € I°(N).
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N
Mais pour tout entier N on a f(yy) = D" xy; . Comme ||y -y, ||z = {Z|yi |p} tend vers 0 avec N (reste d'une série
k=0 k>N

N
convergente) on ayy tend vers y dans I°(IN) avec N. En faisant tendre N vers I'infini dans I'égalité f(yy) = in y; il
k=0

vient, en vertu de la continuité de f: f(y) = ZXi Y = @(X)(y) et f = ¢(x), ce qui acheve la démonstration.

k=0
V1. On reprend la démonstration de I'exercice précédent. Soit x = (x,) € 1”(IN) et soit ¢(x) la forme la forme linéaire
définie par: (y,) in y, . Si (yn) appartient & I'(IN) on a immédiatement

i>0
D XY,

i20

(i.e. appartient & (I'(IN))' et que || @()|| < |X[|.-.

< x| < (Z|yi |j||(xn)||w =[(y )L %,)]l, ce qui prouve que ¢(x) est une forme linéaire continue de I*(IN)
(=]

i>0

Soit d'autre part la suite e dont tous les termes sont nuls sauf le i-iéme qui vaut 1. On a p(x)((e)) = x; . Comme
le™)|l; = 1 on a donc ||e(X)|| = |xil, pour tout entier naturel et donc ||@X)|| = [IX||... Finalement [|o(X)|| = |X||.. et ainsi ¢ est
une isométrie, donc une injection, de 1”(IN) dans (I*(IN))".

Il reste & montrer que ¢ est surjective. Soit donc f € (I'(IN))' et, avec la notation précédente, posons x; = f (e®) pour
tout entier naturel i. f étant une forme linéaire continue de I*(IN) il existe une constante C telle que pour tout y de I*(IN)
- [f(y)| < Clly|l.. Pour tout i on a donc |xi| = [f(e™)] < C et ainsi la suite x = (x,) appartient & I”(IN).

Soient y = (y,) € I*(IN), N un entier naturel et la suite y™ définie par y™ =y. sii e Net y™ =0 sii>N. Pour tout

entier Nona f(y™)= f(ZN: yie“)jzzN:xi Y- Mais [ly™ -y [ = | Yy,
i=0 k=0

i2N+1
d'une série convergente), donc y™ tend vers y avec N dans I*(IN).

< > |y;| qui tend vers 0 avec N (reste

i~N+1

N
En faisant tendre N vers l'infini dans I'égalité f (y““): in y; on obtient, en vertu de la continuité de f :
k=0

f(y) = D xy; = @(X)(y), i.e. f = p(x) ce qui achéve la démonstration.

i>0

V11/ Topologie de M(n)

1°/ Le déterminant d'une matrice est un polyndme en les coefficients de la matrice donc I'application M + dét(M) est
continue. Si M est inversible on a M= (detM)™.(ComM) et les coefficients le la comatrice ComM de M sont des
polyndme en les coefficients de la matrice M donc M > ComM est continues donc M > M™ aussi.

2°/ L'application qui & une matrice associe son polyndme caractéristique est continue car les coefficients du polynéme
dét(M — XI) sont des polyndmes en les coefficients de la matrice.

La matrice Dy diagonale dont le iéme coefficient de la diagonale vaut i/k a n valeurs propres distinctes, donc son

. - n i A - . T

polynéme minimal g est H(X _E) Or Dy tend vers 0, dont le polynédme minimal est X qui ne peut étre limite de
i=1

4 pour n > 2 (car le terme dominant de 4 est X"). Par conséquent I'application qui a une matrice associe son polyndme

minimal n'est pas continue dans My(n).

3°/ al Soient A et B deux éléments de GLc(n). L'application z + dét(zB + (1 — z)A) de C dans C est une fonction
polyndme n'admettant pas 0 ou 1 pour racine. Soient ay, ... , a, ses racine complexes. L'ensemble C - {a, ..., a,} étant
connexe par arcs il existe un chemine yde C - {ay, ..., a,} joignant 0 a 1. Alorst - dét(/(t)B + (1 — A(t))A) est un
chemin de GL¢(n) joignant A a B donc GL¢(n) est connexe par arcs (donc connexe).

GLg(n) n'est pas connexe : en effet les ensembles G* = {A € GLg(n) / dét(A) > 0} et G™ = {A € GLg(n) / dét(A) < 0}
sont deux ouverts de GLg(n) (comme images réciproques de IR et de IR~ respectivement par I'application
déterminant), non vides, disjoints dont la réunion est GLg(n).

© Christian Squarcini 2007



Compléments de Topologie

Montrons que I'ensemble R des matrices de rang r est connexe par arcs dans Mc(n). Une matrice A est de rang r ssi elle

. . . I, 0) . . . . .
est équivalente & la matrice J, = (0 O) ou I, est la matrice identité d'ordre r. Il existe donc P et Q appartenant a

GLc(n) telles que A = PJ,Q. D'aprés la connexité de GL¢(n) il existe deux cheminst > Py ett — Q; joignant P a I, et
Q a |, respectivement. Alors t — P.J,Q; est un chemin de R joignant A a J,. Il s'ensuit que I'on peut connecter deux
matrices quelconques de rang r dans R.

b/ Soit A € Mg(n). L'application x > dét(A — xl,) est une fonction polynéme : si 0 en est une racine celle-ci est isolée
donc pour k € IN assez grand dét(A — %In) est non nul donc (A - %In) est une suite de GLk(n) qui converge vers A et

donc GLk(n) est dense dans My(n).

Applications : a/ Supposons A inversible. On écrit : AB — X1 = A(BA — X)A™ d'ol yag(X) = dét(AB —

X1) = dét(A(BA — XI)A™) = dét(BA — XI) = zea(X). Dans le cas général soit (A,) une suite de GLc(n) convergeant vers
A et pour tout entier k on a dét(BA, — XI) = dét(AB — XI) soit, par passage a la limite, yas(X) = ysa(X) compte tenu de
la continuité du déterminant et la multiplication matricielle.

b/ Soit A appartenant au centre Z(Mg(n)) de Mk(n) : pour tout M € Mk(n) on a donc AM = MA. Soit X € K" et Px la
matrice d'une projection sur X. On a APxX = PyAX soit AX = PyxAX, donc AX est vecteur invariant de Py donc AX est
colinéaire X : 3 Ax € K/ AX = Ax.X. Si Y € K" est non colinéaire avec X on a : A(X + Y) = Ax+v.(X + Y) d'une part et
AX + AY = X + AyY d'autre part, donc Ax = Ay = Axsy. Si X et Y sont non nuls et colinéaires il existe par exemple «
e KtelqueY = aXona:AY = 4,.Y et d'autre part et AY = aAX = adx. X = Ax.aX =1x.Y donc Ayx =Ay. Il existe donc
un constante A telle que pour tout Y € K" — {0} on a AY = AY, relation valable aussi si Y = 0. Finalement

Z(Mk(n) c {Al,/ A € K} et I'inclusion inverse est triviale.

Soit maintenant A appartenant au centre Z(GLk(n)) de GLk(n) et M e Mg(n). Il existe une suite (M) de GLk(n)
convergeant vers M et pour tout k on a : AMy = MA, et en passant a la limite on obtient AM = MA. A appartient donc
au centre de Mg(n) : il existe donc une constant A telle que A = Al,, et comme A est inversible ona 4 = 0. D'ou
Z(GLk(n) < {Al,/ A € K*} et l'inclusion inverse est triviale.

4°/ a/ Soit A appartenant & Mc(n). A est trigonalisable donc il existe une matrice inversible P telle que P'AP =T,
matrice triangulaire donc les termes de la diagonale valent 4;. Pour k € IN*, soit Ty la matrice triangulaire obtenue a

partir de T en remplacant le terme d'indice (i, i) par A; + i Pour k assez grand les termes de la diagonale de T, sont

distincts deux a deux, donc Ty a n valeurs propres distinctes deux a deux i.e. appartient a D'c(n). Comme T, — T, alors
PTP — P'TP = A, donc D'¢(n) est dense dans Mc(n). D'autre part Dc(n) est inclus dans D'c(n) donc D'c(n) est aussi
dense dans Mc(n).

b/ Un polyndme P n'a que des racines simples ssi le résultant rés(P, P') de P et de P* est non nul (voir "Anneaux et
Corps", exercice complémentaire XII1/). Le résultant de P et de P' étant continu (c'est un polynéme en les coefficients
de P) I'ensemble 77des polynémes de C,[X] n‘ayant que des racines simples est un ouvert de C,[X] (comme image
réciproque de C* par I'application résultant). Si y est I'application de de Mc(n) qui & M associe son polyndme
caractéristique alors D'c(n) = y *(/7) donc D'c(n) est un ouvert de Mc(n).

0
Par définition de I'intérieur d'un ensemble (plus grand ouvert contenu dans I'ensemble) on a donc D'c(n) < D, .

0
Pour démontrer I'inclusion inverse supposons qu'il existe une matrice M appartenant a l'intérieur D. de D¢ et dont le

A 0 - .. 0

0 2 :
polyndme caractéristique a une racine multiple. M est semblable & une matrice D = | : A . Soit

0 y)
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A, O 0
A 1/k 0 :

Kk = (0 P ] et Dy = : % . Le polynéme minimal de Dy est un multiple de celui de Ay, c'est a dire
0 A

(X — 2)°. La matrice D, n'est pas diagonalisable (car son polyndme minimal a une racines multiple) et lim D, = D. Si
M = PDP alors la suite de matrices M, = PD,P* converge vers M. Mais comme M appartient a l'intérieur de D¢ alors
My est diagonalisable pour k assez grand ce qui n'est pas puisque Dy n'est pas diagonalisable. Par conséquent on a bien

[¢]

D'e(n) = D, .

Applications : a/ Si A = Diag[/y, ... , 4,] on ae” = Diag[e*, ...,e™ ] donc dét(e”) = e*™* =™ Si A € Mc(n) est
quelconque il existe une suite (A¢) diagonalisables convergeant vers A. Pour tout k on a dét(e’Ak ) = '™ En passant a
la limite quand k tend vers I'infini on obtient dét(e*) = e™ vu la continuité du déterminant et de la trace.

b/ Si A est diagonalisable de valeurs propres A, ..., A, alors son polynéme caractéristique est y(X) = H(X —A) etsi
i=1

e; est le i-eme vecteur de la base canonique de C" on a y(A)e; =0 car Ae; — Aie; = Aie; — Aigi = 0, donc »(A) = 0. Si

A e Mc(n) et si (Ay) est une suite de matrices diagonalisables convergeant vers A on a y (A¢) = 0 pour tout k (ou

7 (Ay) est le polyndme caractéristique de Ay.). Comme (Ay) converge vers A alors on a y(A) = 0 par passage a la limite

vu la continuité de I'application qui & une matrice associe son polyndme caractéristique (d'apreés 2/).

c/ 1l est clair que C(A) est un sous-espace vectoriel de Mg(n). Si A est diagonalisable il existe une matrice inversible P
et une matrice D diagonale telle que A = P™'DP. Ona: M e C(A) ssi P'DPM = M P™'DP soit D(PMP™) = (PMPD.
Toute matrice M telle que PMP™ = A soit diagonale vérifie cette relation donc C(A) contient le sous-espace vectoriel
{P™4P / Adiagonale} de Mk(n). Comme le sous-espace vectoriel des matrices diagonales est de dimension n on en
déduit que dim{P™"4P/ A diagonale} = n et par conséquent dim C(A) > n.

D'autre part soit ¢y I'endomorphisme Mc(n) défini par ¢w(X) = MX — XM. On a C(M) = Ker ¢y et par conséquent on a
F={M e Mc(n) / dim C(A) > n} = {M € Mc(n) / rg gy < n? — n}. D'apreés I'exercice complémentaire 11/ F est un fermé
de Mg(n). Mais F contient Dc(n) qui est dense dans Mg(n), donc F = M(n).

5°/ a/ Une matrice appartient a Tr(n) si et seulement si son polyndme caractéristique est scindé dans R.

Pour M appartenant a Tgr(n) posons &AM) = (A4, Ao, ..., An), OU L1 < A <...< A, sont les valeurs propres de M comptées
avec leur ordre de multiplicité. Prenons dans R" la norme || ||.. et dans Mg(n) la norme induite. On a alors

[IM]| = I}/I_axZ‘ai j‘ (voir exercice 21 du cours) et donc on a, pour tout M de Tg(n) on a:
<i<n i1 !

ML = (M) < M| (0 (M) = Max (|4]))

Soit (Ty) une suite de Tr(n) convergeant vers T appartenant a Mg(n). Une suite convergente étant bornée, l'inégalité
précédente prouve que la suite &(Ty) est bornée dans IR" et donc on peut en extraire une sous-suite convergente 6(T )
convergeant vers A= (A, Ay, ...,A,) € R".

D'autre part le polyndme caractéristique de (T ) converge vers celui x(T) (voir 2°/) et par conséquent les
coefficients de (T ) convergent vers ceux de x(T). Les relations entre coefficients et racine d'un polyndme montrent

alors que AT ) converge vers AT) donc &T) = (A1, 4z, ..., An). Ainsi x(T) = | |(X —/L). Le polyndme
i=1
caractéristique de T est scindé dans IR, donc T est diagonalisable.

On a donc prouvé que Tr(n) est un fermé de Mg(n).

b/ On a Dgr(n) < Tr(n) qui est fermé donc D_R(n) c Tgr(n). D'autre part on montre comme en 4/ a/ que toute matrice
trigonalisable dans R est limite d'une suite de matrice diagonalisable dans IR, donc on a l'inclusion inverse et
finalement D, (n) = Tg(n).
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VIl Théoreme spectral :

1/ Soit A une valeur propre de A telle que |4] = p(A) = Max{| / u valeur propre de A} et X un vecteur propre normé
associé a 4. On a pour tout entier naturel k : AX = 2*X, soit [|[A“X|| = |4]X. Comme [|A*X]| < |AY].IXI| = |AY] (1a norme
matricielle considérée dérivant d'une norme vectorielle) on a : |4 < ||AY], soit |4] = p(A) < ||AY[M*.

2/ 1 existe une matrice inversible P telle que P'AP = A= (di;) soit diagonale. On a pour tout entier naturel k :
PA) < A = [PAPT <[PPI LA™ . Or 14| = ll\/laX\djkj\ = (p(4)* = (p(A))", soit :
<j<n !

PA) < (A < IPIFIIPHM o(A).
Comme lim IPI.|IP7Y[** = 1 on a donc lim A4 = p(A).

3/ Il existe une matrice diagonalisable D et une matrice N nilpotente telle que A =D + N avec ND = DN, A et D ayant
les méme valeurs propres (voir chap. 111 1.5). Pour toutk >nonaN*=0et :

A= (D+N)“= > C,D*'N'=D*"Y C,D"'N".
i=0 i=0

Comme on a [|[MN]| < [|M]|.]IN|| pour toute matrice M et N de Mc(n) il vient :
[SscilorInf J< o) St | o= v
i=0 i=0 ==

Pouri €{0,1,..,n}ona: C =k(k-1)..(k—i+1)<k'<k", d'ou :

O™ INI.

A < |D

JIAY] < ga(n + DKTID Y] soit I < [u(n + 117K D1
kn
S
k—n} = lim|D*"

1
H 1k yn/k H k-n K-n — —
Ona lim [u(n+1]™K™=1 et ;!Lrg“D kn = p(D)=p(A)

k—o0 k—0

1/k ) B
= Ilm{HDk n

(I'avant-derniére égalité résulte de 3/ et la derniére du fait que les valeur propres de D et de A sont égales).
On en déduit que lim“Ak HllkSp(A), et ainsi 1imHAk ”Uk =p(A).

4/ Soit |||.|[| une norme quelconque dans Mc(n). L'espace vectoriel Mc(n) est de dimension finie donc toutes les normes
sont équivalentes (Chap. VI/ 4.1) et il existe donc deux constantes « et /5 strictement positives telles que :

alll <1< Alll
Pour tout entier naturel non nul k on a donc o [JA[Y* < ||| A*|I** < g || A*|[**. Comme lim o= =1etque
—>®©

lim IAYM[M = p(A) d'aprés la question précédente on a lim NAYMIIM = p(A).

IX. 1°/ Supposons que ﬂ Z(f)=4. Sifest continue Z(f) est un fermé de E comme image réciproque de {0} par f.

fel

n n
Comme E est compact il existe fy, ..., f, éléments de | tels que ﬂZ(fi) =(J (exercice 4). La fonction g = Z f?
i=1 i=1

appartient alors a | et ne s'annule pas dans E, donc 1/g € C(E; IR) et 1 = (1/g).g € | (car | est un idéal) et par
conséquent | = C(E; IR) contrairement a I'hypothése.

2°/ Soit J un idéal maximal de C(E; IR) et soit x ﬂ Z(f).Posons I, ={f € E/f(x) = 0}; il est clair que I est un idéal

fel
de C(E; R) contenant J donc J = I, par maximalité de J.
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X1. 1°/ Posons, pour x € E: N(X)=Inf|y|.Ona: X ={y e E/y-x € F} =x+F=x-F. Dol
yex

N(x)=|fr€1F[||x+ f=d(xF).

On aalors N(X) = 0 ssi d(x, F) = ssi x € F (voir exercice complémentaire I11), i.e. X=0.

Pourtoutxetyde Etoutfetf'de Fona: N(X+y)<|x+y+f+f| <|x+f||+]|y+f.

En passant a I'inf sur f " il vient N(X + ) <||x + f|| + N(¥ ), et en passant a I'inf sur f :

N(X+Y)<N(X)+N(Y).

Ax+ f|=Inf

feF

Pour tout réels 4 et tout x de E ona: N(4.X) = N(2X) = Inf A(x+ )| =[A|N(x).

Ainsi N est une norme dans E/F.

Montrons maintenant que E/F muni de cette norme est complet. Soit (x_n) une suite de Cauchy de E/F.
Pour montrer que (x_n) est convergente il suffit de montrer qu'elle a une valeur d'adhérence, i.e. qu'il
existe une suite extraite convergente. Quitte a prendre une suite extraite de (x_n) on peut supposer que
pour tout entier naturel nona N (E—x_n) g% . D'apres la caractérisation de la borne inférieure

(voir chapitre 1, introduction) pour tout entier naturel n il existe y, € x_,, —x tel que

N (E—x_n)s”ynng N (E—X_n)-i- . D'ou, pour tout entier naturel n : [y, | sz—ln. La série > |y, | est donc

2n+1
convergente, et, E étant complet, la série >y, aussi. Mais pour tout x de Eona N(X)<|x| (carx € X) et par
conséquent la projection canonique x + X de E dans E/F est continue. La série Zy_n est donc convergente dans E/F:

ory, =X,,, — X, donc la série Z X,,, — X, est convergente, ce qui équivaut a la convergence de la suite (xn ) et acheve la

n+1

démonstration.

2°/ Si f est une forme linéaire continue de E alors Ker f = f *({0}) est fermé comme image réciproque
du fermé {0} par une application continue.

Réciproquement supposons que Ker f soit un fermé de E. Soit 7 la projection canonique de E dans
E/Ker f, i I'injection canonique de Im f dans R. La décomposition canonique de f s‘écritf=iofo 70U

f est I'application de E/Ker f dans Im f définie par f_(Y) = f(X) . On munit E/Ker f de la norme
précédente (car Ker f est fermé) et alors f est continue car elle est linéaire et E/Ker f est de dimension

finie (car isomorphe & Im f inclus dans IR). Comme i et 7 sont continues, alors f aussi.

© Christian Squarcini 2007



Compléments de Topologie

© Christian Squarcini 2007



