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(GEOMETRIE ELEMENTAIRE DU PLAN

1 PRE-REQUIS

Conformément au programme, on suppose connus dans ce chapitre :
e les notions de plan, de point et de distance entre deux points;
e la notion de vecteur, dont : norme, addition et multiplication par un réel, colinéarité, relation de Chasles;
e la notion de barycentre, dont : associativité ;

e la notion d’orthogonalité, dont : théoréme de Pythagore;

les notions d’orientation et d’angle orienté de vecteurs, dont : relation de Chasles, mesure.

Précisons tout de méme rapidement quelques-uns de ces points.

Définition (Colinéarité) Soient @ et ¥ deux vecteurs.
On dit que « et ¥ sont colinéaires s’il existe A € R tel que ¥ =\ 4 ou & = A 7.

X XX Attention ! La définition « il existe A € R tel que ¥ = A @ » qu’on a parfois en téte est incorrecte : le « ou » est
nécessaire. Pourquoi 7 Avec la définition sans « ou » dans le cas @ = 0, le seul vecteur ¥ colinéaire a 4 est 0, alors qu’intuitivement
tout vecteur est colinéaire au vecteur nul.

Définition (Point pondéré et barycentre d’une famille finie de points pondérés)

e On appelle point pondéré tout couple (A, \) constitué d’un point A du plan et d’un réel A.

e Soit ((Ak, /\k)) une famille de points pondérés. On pose : A = Z A (appelé poids total de la famille).
k=1

1<k<n
L

1) Si A =0, le vecteur Z A M Ai. ne dépend pas du choix du point M.

k=1

L
2) Si au contraire A # 0, il existe un unique point G' du plan pour lequel Z MG A, = 0, appelé le barycentre
k=1

des points pondérés (A1, A1), (A2, A2), ..., (An, An). Dans ce cas, pour tout point M du plan : AM(? = Z A M Apg.
k=1

¥ ¥ ¥ Explication Le barycentre G des points pondérés (A1, A1), (A2, A2),. .., (An, ), lorsqu’il existe, est une moyenne
des points A, As,..., A, affectés des coefficients A1, A2,..., A\, — comme quand on calcule une moyenne de notes avec des
coefficients. Dans le cas ot A1 = A2 = ... = \,, on parle plutot de 1'isobarycentre des points Ai, Az, ..., A,. Par ailleurs
I'isobarycentre de deux points n’est autre que leur milieu.

2 MODES DE REPERAGE DANS LE PLAN

2.1 COORDONNEES CARTESIENNES

Définition (Base, repére cartésien)
e On appelle base (du plan) tout couple (7,7) ou 7’ et 7 sont deux vecteurs non colinéaires.

e On appelle repére (cartésien) (du plan) tout triplet (O,7,7) ot O est un point et ou (7, 7) est une base du plan.
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Nous admettrons le résultat suivant, point de départ de toute la géométrie analytique de ce chapitre.

Définition (Coordonnées cartésiennes) Soit (O,7,7) un repére cartésien du plan.

e Soit % un vecteur du plan. Il existe un et un seul couple (z,y) € R? tel que
@ =x 7+ y J. On 'appelle le couple des coordonnées (cartésiennes) de .

—
e Soit M un point du plan. Les coordonnées (x,y) du vecteur OM sont appelées
S
les coordonnées (cartésiennes) de M, de sorte que: OM =z 7+y J.

¥ ¥ § Explication Intuitivement, la présence de deux coordonnées évoque le fait qu’'un plan est un espace a deux
dimensions, mais au fond nous ne savons pas trés bien pour le moment ce que nous entendons par dimension.

QD DN D En pratique  L’unicité des coordonnées permet de faire des identifications trés utiles. Par exemple, si on a une
égalité du type: =z 7+y7=2"7+y 7, alorsz=2x2"ety=1y".

Théoréme (Reégles de calcul sur les coordonnées cartésiennes) Soit (O,7,7) un repére cartésien.
(i) Soient @ et % deux vecteurs de coordonnées respectives (z,y) et (z',y’) et \,\" € R. Le vecteur A\ @ + X' @’ a pour

coordonnées (Az + X'z, Ay + \'y’) dans (0,7, ).

(ii) Soient A et B deux points de coordonnées respectives (xa,ya) et (zB,ys). Le vecteur AB a pour coordonnées
(zB —xa,ys —ya) dans (0,7, 7).

(iii) Soient A1, Aa,..., A, des points de coordonnées respectives (z1,y1), (T2,¥2), .-, (Tn,Yn) €t A1, A2,..., An € R. On

n
pose A = r et on suppose . Le barycentre des points pondérés (A1, A1), (A2, A2),..., (An, An) a pour coordonnées
A A A#0.Leb d i dérés (A1, A Ag, A Ap, A d é
k=1

1 n 1 n .
(K ; AuTr X ; )\kyk> dans (0,7, 7).

¥ ¥ ¥ Explication Rappelons qu’'un barycentre n’est jamais qu'une moyenne de points. L’assertion (iii) nous raconte
donc ceci : que les coordonnées de la moyenne sont la moyenne des coordonnées. En particulier, si deux points A et B ont pour
TA+2ZTB Ya+YB )
2 ’ 2 '

coordonnées respectives (z4,y4) et (zB,yr), le milieu du segment [AB} a pour coordonnées (

Démonstration

(i) et (ii) On lit les coordonnées de A @+ X' @’ et AB sur les deux calculs suivants :
ANi+XNd =XNae7+y7)+N(@ 7+y 7)=Qz+Na') T+ Ay +NY) 7.
Aﬁ:(ﬁ—(ﬂ: (xB T+ yB j’) - (xA 5’+ij') = (zp —za) 7+ (yB —ya) 7.

(iii) Notons G le barycentre étudié et (z,y) ses coordonnées. Exprimée sous forme de coordonnées, I’égalité

vectorielle Z )\kAkii’ = 0 fournit deux égalités : Z A(x—zK) =0 et Z M (y—yx) = 0, et finalement
k=1

k=1 k=1

1 n 1 n
comme voulu : x = X ; AkZr et y= X ; Ak - [ |

Imaginez qu’on dispose de deux repéres du plan. Si on connait les coordonnées dans l'un des repéres, peut-on les calculer
facilement dans le second? Ce probléme important s’appelle sans originalité le probléme du changement de repére. Etudiez
sérieusement ’exemple qui suit. Il est impératif que vous puissiez le refaire seul et méme vous adapter a toute situation semblable.

Exemple On part d’un certain repére (O,7,7). On note 2 le point de coordonnées (1,2) dans ce repére et I et J les vecteurs
de coordonnées respectives (1, —1) et (2,1). Alors (2,1, J) est un repére du plan.

—

Dans ce qui suit, on notera par convention (x,y) les coordonnées dans (O,7,7) et (X,Y) les coordonnées dans (€, I,

Z,

& désigne la courbe d’équation y = 2 dans (0,7,7), £ a pour équation X2 +4XY +4Y? 43X +3Y =1 dans (Q, I,

. Alors si

o

7)
J).
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En effet

e [l est « clair » que les vecteurs I et J sont non colinéaires, et donc que (€2, ﬂ f) est un repére du plan. Nous
verrons un peu plus loin comment le montrer rapidement et élégamment en calculant un déterminant.

e Idée de la preuve : Nous connaissons I'équation de € dans (O,7,7); c’est y = 2. Pour trouver I'équation
de &€ dans (2,1, J), nous avons besoin de connaitre = et y en fonction de X et Y'; il nous suffira alors de

remplacer et y par X et Y dans I’équation y = z2.

e Soit M un point du plan, de coordonnées (z,y) dans (0,7,7) et (X,Y) dans (£, I, J). Nous voulons exprimer
x et y en fonction de X et Y. Or z et y sont liés par définition au vecteur OM et X et Y au vecteur QM.

oM =[7757]

:Oﬁ+m:(i‘+2j)+(Xf+Yf):(i‘+2j)+(X(i‘—j)+Y(2i’+j)):| I+X+2V)i+2-X+Y) T}

Il ne nous reste plus alors qu’a identifier les coordonnées selon 7 et 7' dans les deux expressions encadrées :
r=14+X+2Y et y=2—-X+Y.
Dans ce calcul, nous sommes partis de « OM = ... » car nous voulions = et y en fonction de X et Y'; si
nous avions voulu l'inverse, nous serions partis plutot de « QZ@ =...»
e Qu’en est-il finalement de I’équation de £ dans (€2, f; f) ? Tout simplement on remplace :

Mel = y=2 — 2-X+Y=(01+X+2Y)? <= X>4+4XY +4Y°+3X +3Y =1.

Les figures suivantes rappellent quelle convention est adoptée classiquement en matiére d’orientation du plan.

\+

La base (4, 0) La base (4, )

est directe. est indirecte.

Définition (Base et repére orthonormaux/directs)

e Soit (7, 7) une base du plan. On dit que (7 7) est directe si I’angle orienté (7, 7) posséde une mesure dans |0, 7|, et indirecte
sinon. On dit en outre que (7,7) est orthonormale si ¥ et 7'sont orthogonaux et si ||2]] = ||7]] = 1.

e Soit (0,7,7) un repére cartésien du plan. On dit que (O, 7,7) est direct (resp. orthonormal) si la base (7, ) Dest.

Dans la suite de ce chapitre :

ON FIXE UNE FOIS POUR TOUTES UN REPERE ORTHONORMAL DIRECT (07?7 4) DU PLAN.

e Soit M un point du plan de coordonnées (z,y) dans (O,7,7). Nous considérerons désormais que M et ses
coordonnées (x,y) coincident : M = (z,y). En particulier : O = (0,0).
e De la méme fagon, soit @ un vecteur du plan de coordonnées (z, y) dans (O, 7, 7). Nous considérerons désormais
que « et ses coordonnées (z,y) coincident : @ = (z,y). En particulier : 7= (1,0) et 7= (0,1).
s
e Enfin, soit M un point du plan. Posons @ = OM. Alors M et i ont les mémes coordonnées. En vertu des

deux points précédents, nous considérerons désormais que M et @ coincident : M = 4.

Notez bien que c’est parce que nous avons fixé un repére orthonormal direct de référence que les points, les vecteurs et les
coordonnées peuvent nous paraitre identiques. En résumé : grace a (0,7, ]), le plan est identifié & ’ensemble R2.

Théoréme (Distance, norme et coordonnées)

e Soient A et B deux points du plan de coordonnées respectives (za,y4) et (zB,yB).
Alors: AB = \/(mB —x4)2+ (yB —ya)?.

e Soit @ un vecteur du plan de coordonnées (z,y). Alors : |4l = /22 + y2.

Démonstration Simple application du théoréme de Pythagore. |

S5

I
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2.2 COORDONNEES POLAIRES

g =cosf T+ sinf J
Pour tout 6 € R, on introduit deux vecteurs iy et Uy définis par :

—

Up = —sinf 7+ cos b 7.

= cos 0 Uy — sin 0 Uy

=

Les formules duales suivantes sont également a connaitre :
T=sin0 ty + cos b Uy.

. VouUS DEVEZ SAVOIR RETROUVER CES FORMULES INSTANTANEMENT.
J
o) Pt T
***** rcos 0 N
7 D . . 4 , —3
, | N Il est facile de vérifier que ||dg|| = ||Ts]| = V/cos2 +sin?0 = V1 = 1,
// | - N\ il autrement dit que ty et Up sont unitaires. Ils sont aussi orthogonaux en
/ } s N vertu de la réciproque du théoréme de Pythagore :
/
/ ‘ ‘ \\ 9 2
I } f } \ || + ¥s | :H(cosﬁ—sinﬁ) T+ (sin@—&—cos&)j“
| .
‘ | pl? 2 2 2 2
t ' j = (cosf — sinB)” + (sinf + cos 0)” = 2(cos” O + sin” 0
\ —sinf 0] cos@,' ( )_‘ 2( o ) ( )
=2=1+1=|dp|" +[[va"

ce qui montre que (up, Up) est une base orthonormale. Observons de plus
que cette base orthonormale est directe — nous le prouverons plus tard.

Définition (Coordonnées polaires) Soit M un point du plan.
On appelle (couple de) coordonnées polaires de M (relativement au repére cartésien (O,7,7)) tout

couple (r,0) € R? tel que OM = r .
e Les coordonnées polaires du point O sont tous les couples (0,0), 6 décrivant R. M

e Si M # O, il y a exactement deux couples possibles (r,60) de coordonnées polaires de M 7 < 0
ou 0 est défini & 27 prés :

soit r = OM et 0 (i’,O—>M) mod 27, soit r = —OM et 0 = (5’,0—>M) + 7 mod 27.

(figure ci-contre)
L— On préfére généralement travailler avec ce type de coordonnées polaires.

H KK Attention !

e Autant les coordonnées cartésiennes étaient uniques, autant les coordonnées polaires ne le sont pas. J ’
C’est, pourquoi on ne parlera jamais « du » couple de coordonnées polaires d’un point; on parlera //4\
d’un couple de coordonnées polaires. ’

. . . 1 7

e Soyez prudents quand r < 0. Par exemple, on a représenté ci-contre le point M de coordonnées polaires 0

™ . . s ™
-1, Z) On peut préférer le voir comme le point de coordonnées polaires (1, T+ Z) e M

Théoréme (Passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes) Soit M un point du plan de coordonnées
cartésiennes (x,y) et de coordonnées polaires (r,6). Alors : x =rcosf et y =rsinb.

s
Démonstration Simple identification des coordonnées de OM dans (O, 7, 7) sur la relation vectorielle suivante :

O—>M::r"g:r(00595'+sin9j'):|rcosﬁf+rsin0j|. [ |

On peut également passer des coordonnées cartésiennes d’un point & ses coordonnées polaires, mais nous n’avons pas pour
le moment les moyens de rendre cela trés explicite. Tout de méme, supposons qu'un point M du plan nous soit donné avec ses
coordonnées cartésiennes (z,y) et notons (r,0) un couple de coordonnées polaires de M. Alors r = £OM = £+/x2 + y2. Le réel

N . . x . . . ~
r est donc facile & calculer, mais pour M # O, 'angle 0 1’est moins. Nous savons que cos = — et que sinf = g, mais 0 lui-méme
r r

nous échappe. Nous introduirons prochainement des fonctions adaptées a ce probléme : arcsinus, arccosinus et arctangente.
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3 PRODUIT SCALAIRE

Définition (Produit scalaire) Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan. On appelle produit scalaire de U et U, noté @ - U, le réel :

- 1 — =112 =12 =112
a7 =5 (la+a7 - al” - |71°).
Egalement : @ - @ = ||a@]|°.

En particulier : @-9=7-4 (symétrie).

¥ ¥ ¥ Explication Drole de définition, me direz-vous. Pourquoi pas plutst « ||@||.||7]| cos(@, @) » ? Réponse : parce que l’angle
orienté (@, ¥) n’est pas défini lorsque @ = 0 ou ¥ = 0, ce qui nous obligerait a distinguer inélégamment ces cas. Quoi qu’il en soit,
la définition retenue n’est pas si surprenante que cela, car si on admet qu’on connait déja le produit scalaire et ses propriétés :
||1I+17||2 =(U+7v) (U+9) =W &)+ @ -9)+ (T-0)+ (¥-9) = Hﬁ|\2+2 1I~17+||17||2.

Cette identité remarquable généralise le théoréme de Pythagore, obtenu lorsque # et ¥ sont orthogonaux, i.e. pour @ - v = 0.

(Produit scalaire et orthogonalité) Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan.

Théoréme
u-v=0 = U et U sont orthogonaux.

D’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore :
|

Démonstration
= i et U sont orthogonaux.

iv=0 = |a+d)= [l + o)

Théoréme (Produit scalaire et coordonnées dans une base orthonormale directe)
Pour tous vecteurs @ et @ du plan de coordonnées respectives (z,y) et (z',y") : -4 = zz’ +yy'

¥ 8§ ¥ Explication L’hypothése que la base est directe est en fait inutile, mais par souci d’uniformité et parce que nous
reverrons tout cela dans un contexte plus satisfaisant en fin d’année, nous ne travaillons dans ce chapitre qu’avec des bases
orthonormales directes. L’hypothése que la base est orthonormale est en revanche absolument indispensable.

Le vecteur @ + @ a pour coordonnées (x + z’,y +%'), donc

Démonstration
((:c—l—m')z + (y+y')2) _ (:c2 +y2) _ (m'2 +y/2)

=zz' +yy. N

. S 2 2 12
(=5 [lE @ - - @] = 5

- U

N =

(Bilinéarité du produit scalaire) Pour tous vecteurs @, @ et ¥ du plan et A\, \' € R :

Théoréme
Linéarité a gauche : (A d+ XN @) -T=Au- 7+ XN @ -7
Linéarité a droite : - (A d+ XN @) =AT-d+ XN 7@
Démonstration  Montrons seulement la linéarité a gauche, la linéarité & droite s’en déduisant par symétrie.
Notons (z,y), (z’,y') et (z”,y") les coordonnées respectives de w, @' et ¥.
Aa+XN @)-7 = Az+Na" )"+ Ay+ Xy )y" = Mz +yy" )+ XN (22" +y'y") = X @-v+ X\ @' [ |
Théoréme (Expression « cosinus » du produit scalaire)
Pour tous vecteurs « et ¥ non nuls du plan - ¥ = ||u]].||V]| cos(i, D).

¥ ¥ ¥ Explication Les vecteurs @ et ¥ sont supposés non nuls pour que I’angle (i, %) soit bien défini.
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Démonstration  Partons des égalités : @ = ||ﬂ’||(cos9 7+ sinf j’) et U= ||17||(cos<p 7+ sinp j’), ol
0 = (?,4) mod 27 et p = (7, ¥) mod 27. Les coordonnées de @ et ¥ sont donc respectivement <||ﬂ’|| cos 0, ||@]| sin 9)

et <||17H cos @, ||U]] sin 4,0), donc comme voulu :

- = ||i| cos 0 x ||| cos  + ||| sin 6 x [|5]] sin = [[@]|.[|5]| cos(6 — ) = [|]].||7]| cos(a, D). u

Théoréme (Interprétation du produit scalaire en termes de projection) Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan et
notons vz le projeté orthogonal de ¥ selon 4.

||| ||vz]] st et Uz sont colinéaires de méme sens
Alors @ -7 =
—||@||.||Uz|| si U et Uz sont colinéaires de sens contraires.
U 0]
U et Uy sont colinéaires U et Uy sont colinéaires

de méme sens. de sens contraires.

\
\
\
[
[
d

|

|

|

|

|

1
Ug

(@, 7) (—,7)
i 05 0
Démonstration Nous pouvons supposer @ et ¥ non nuls, sans quoi il n’y a rien a prouver.
e Si i et Uz sont colinéaires de méme sens : & - ¥ = ||@||.]|U]| cos(@, ¥) = ||&||.||vz]|
e Si au contraire 4 et Uz sont colinéaires de sens contraires :
@+ 7 = |l |7]| cos(@, ) = |[@].|3] cos [ (&, —i) + (~, 9)]| = ||i].|17] cos [z + (~, )]
= —|a]l.[|7]| cos(—a, ) = —||]|.[|a]- u
Théoréme (Produit scalaire et coordonnées dans une base orthonormale directe) i
Soit % un vecteur du plan. On note 6 une mesure de 'angle (5’, ﬁ) Alors : Y [
I
@=(@-7) 7+ (@-7) 7= |4 cos§ 7+ ||ii]| sin @ 7. VAR ; }
i I
En d’autres termes, les coordonnées de @ dans la base orthonormale directe (7, ) sont : v |
-
(@7, ﬁ-j):(uﬁncose, |m||sin9). a7

¥ 8§ ¥ Explication
e Le projeté orthogonal de # selon 7 est le vecteur (@ -7) 7= ||@|| cosf 7, et le projeté orthogonal de @ selon 7 est le vecteur
(@-7) 7= |l sin 7.
o L’¢galité « @ = ||| cos O 7+ ||@]| sin@ 7' » s’écrit aussi « @ = ||@]| Up ». Elle ne fait qu’exprimer de nouveau la grande idée
des coordonnées polaires, bien qu’ici i soit un vecteur et non un point.

Démonstration Notons (z,y) les coordonnées de 4 dans (7)), de sorte que & = = 7'+ y 7. Alors :

i-7=(z7+y)) T=2@D+y () =cx1+yx0=uz, et de méme : U-7=y. [ |

Théoréme (Identités remarquables sur le produit scalaire) Pour tous vecteurs @ et ¥ du plan :

la+d)* = llal* + 2@ o+ |9*, a0 =lal* —2a-v+[7]* et  (@+0)-(a-7)=|al* - ||7]*.

Démonstration La premiére identité est notre définition du produit scalaire. Pour la derniére, par bilinéarité
et symétrie du produit scalaire : (@ + ) - (4 — ¥) = (@ - @) — (@ - ¥) + (T - @) —(¥- T) = ||@]|* — ||7])>. u
—_—

=0



© Christophe Bertault - MPSI

4 DETERMINANT

Définition (Déterminant) Pour tous vecteurs @ et ¥ du plan, on appelle déterminant de @ et ¥, noté det(d, v), le réel :

||@||.||7|| sin(@, @) sid#0etd#0
.

det(u, ) =
0 sinon.

—

X XX Attention! Les cas @ =0 et &= 0 sont traités séparément car dans ces cas 'angle (&, ¥) n’est pas défini.

Théoréme (Déterminant, colinéarité et alignement)

e Colinéarité : Pour tous vecteurs @ et ¥ du plan : det(,¥) =0 <= U et ¥ sont colinéaires.

al

U
e Alignement : Pour tous points A, B et C' du plan : det (E, ) =0 <= A, B et C sont alignés.

Démonstration Si ou ¥ est nul, le résultat est évident, car tout vecteur est colinéaire au vecteur nul. Supposons
donc @ et ¥ non nuls, de sorte que ||@]| # 0 et ||U]| # 0.

det(#,¥) =0 <= sin(4,09) =0 <= (4,9)=0 mod7m <= U et ¥ sont colinéaires.

Le résultat sur I'alignement découle immédiatement de celui sur la colinéarité. |

Théoréme (Valeur absolue du déterminant et aire d’un paralélogramme) Pour tous vecteurs @ et ¥ du plan,
{ det(, 17)’ est laire de tout parallélogramme engendré par @ et v.

Démonstration Nous pouvons supposer % et ¥ non nuls. Dans la relation : ! det(, 17)’ = ||ﬂ’|||\17|\’ sin (4, 17)!,
[|5]].] sin(, ¥) | est égal & la hauteur du parallélogramme
étudié, si on considére 'une des arétes dirigées par 4
comme sa base. Pour conclure, il faut se souvenir que ’aire
d’un paraléllogramme est égale au produit de sa base par
(u, V) sa hauteur. ]

<L

[|5]]. | sin(, 7)|

S

Théoréme (Signe du déterminant et orientation) Pour tous vecteurs @ et ¥ du plan :

det(@, ) > 0 = (i, ¥) est une base directe du plan.

Démonstration Si 4 ou ¥ est nul, nous n’avons rien a démontrer car les deux propositions en jeu sont fausses,
donc équivalentes. Supposons donc @ et ¥ non nuls. Nous venons déja de voir que det(u, ¥) # 0 si et seulement si
(i, U) est une base du plan. Tout repose ensuite sur la remarque suivante : si z est un réel, sin z > 0 si et seulement
si x € ]0, [ +27Z. Or un angle de mesure comprise entre 0 et 7 est le signe d’une orientation directe.

det(@,¥) >0 <= sin(4,v) >0 <= (4,9)€]0,n]+27Z <= (4,0) est directe. [ ]

Théoréme (Déterminant et coordonnées dans une base orthonormale directe)
Pour tous vecteurs @ et @' du plan de coordonnées respectives (z,y) et (z',y") :  det(@, @) = zy’ — ya'.

2 2 D En pratique

Si les coordonnées de @ et @' sont respectivement (z,y) et (z',y’), le déterminant det(, @) se note z x
!

’

/
T T
. La formule

, = 7y’ — yx' se retient alors au moyen du petit dessin suivant : = xy —yx'.

Yy oy

x
souvent ,
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Démonstration On peut supposer @ et ¥ non nuls, sans quoi le résultat est évident. Partons des égalités :
U = HﬁH(cosO v+ sinf j) et U= HﬁH(cosg& U+ sing j)7 ou 0 = (#,4) mod 27 et ¢ = (7,¥) mod 2. Les
coordonnées de 4 et ¥ sont respectivement (z,y) = (HﬁH cos 6, ||| sin 9) et (2',y') = (HfD'H cos ¢, ||U]] sin go), donc :

det(u, ¥) = ||d||.||¥] sin(, ©) = ||]|.||F]| sin(¢ — 0) = ||@]|| cos @ x ||T]| sin — ||| sin @ x ||¥/]| cos p = zy’ — yx'. [ |

Exemple Pour tout 8 € R, (s, Us) est une base directe du plan.

cosf —sinf

. =cos?0 +sin20=1> 0.
sinf  cosf

En effet det (o, Up) =

Théoréme (Antisymétrie et bilinéarité du déterminant) Pour tous vecteurs @, @ et ¥ du plan et A\, \' € R :
(i) Antisymétrie :  det(@, ) = — det(¥, @).
Linéarité & gauche :  det (()\ o+ N ﬁ’),f[)’) = Xdet(#, T) + X det(@’, V)
(ii) Bilinéarité :
Linéarité a droite :  det (17, (ANa+ XN ﬂ”)) = Adet(%, @) + \ det (¥, @').

Démonstration  L’assertion (i) repose sur la définition du déterminant et 'imparité du sinus. L’assertion (ii)
se démontre comme son analogue pour le produit scalaire. |

5 DROITES ET CERCLES

5.1 DROITES

Définition (Droite, définition par un point et un vecteur directeur) Soient A un point et @ un vecteur non nul.
On appelle droite passant par A dirigée par @ ’'ensemble des points M du plan pour lesquels il existe

)\E]Rtelquem:)\ﬁ.

Cette définition équivaut bien sir a la suivante : la droite passant par A dirigée par @ est 'ensemble
— —
des points M du plan pour lesquels @ et AM sont colinéaires, i.e. pour lesquels det (ﬂ AM) =0. —
P pran pouriesd e por e ’ INER/ AM=Xi

Théoréme (Représentation paramétrique d’une droite définie par un point et un vecteur directeur) Soient D
une droite, A un point de D de coordonnées (xa,ya) et @ un vecteur directeur de D de coordonnées (a,b).

r=xa+ta

Pour tout point M du plan de coordonnées (z,y) : MeD = JteR/ { = ya +tb

Démonstration Pour tout point M de coordonnées (z,y) :

Y - NP e - - = t
MeD <= et AM sont colinéaires <25 dteR/ AM=tu <= 3teR/ { :; :yCA—ttl? u
=ya .
¥ 8§ ¥ Explication t=0
Paramétrer une courbe, c’est associer & chacun de t=-3 t=-1 L t=1 t=3
ses points un parameétre — un réel — de sorte que t=—-2 t=—= t=2
deux points distincts aient toujours des paramétres \L i{ 2 i{
distincts. On obtient tous les points de la courbe en
A i D

faisant varier le paramétre.
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Théoréme (Autres définitions possibles d’une droite)

e Définition par deux points distincts : Soient A et B deux points distincts. On appelle droite passant par A et
B la droite passant par A dirigée par AB.

Toute droite peut étre décrite ainsi par deux de ses points distincts quelconques.

e Définition par un point et un vecteur normal : Soient A un point et 7 un vecteur non nul. -
IL’ensemble des points M du plan pour lesquels 7 et AM sont orthogonaux, i.e. i - AM = 0, est une L =
. ) . . nl AM
droite appelée la droite passant par A orthogonale a fi. A
Toute droite peut étre décrite ainsi par un point et un vecteur normal. M

e Définition par une équation cartésienne : Toute droite posséde une équation cartésienne de la forme ax+by+c =0
ol a,b,c € R sont tels que (a,b) # (0,0), et réciproquement, toute équation cartésienne de cette forme décrit une droite.

De plus, avec ces notations, la droite est dirigée par (—b,a) et admet (a,b) pour vecteur normal.

Démonstration La preuve de ce théoréme est donnée grosso modo dans la remarque pratique qui suit. |

D XY QX En pratique Comment détermine-t-on 1’équation cartésienne d’une droite définie par un point et un vecteur
directeur, ou par deux points distincts, ou par un point et un vecteur normal 7 Les techniques présentées ci-dessous constituent
le minimum de ce que vous devez savoir faire. Sur vos copies, vous soignerez particuliérement 'usage des équivalences <.

e Définition par un point et un vecteur directeur : Soient A un point de coordonnées (z4,y4), @ un vecteur non
nul de coordonnées notées (—b,a) et D la droite passant par A dirigée par @. Pour tout point M de coordonnées (z,y) :

— —
M eD <= i et AM sont colinéaires <= det (117 AM) =0
b _
= a 2_5? =0 = —b(y—ya)—alz—za)=0
= ax+by+c=0 si 'on pose ¢ = —axa — bya.

On comprend ici mieux la raison pour laquelle I’équation az + by + ¢ = 0 est le signe d’un vecteur directeur (—b,a).

e Définition par deux points distincts : Si une droite D est définie par la donnée de deux points A et B distincts,
alors D est aussi la droite passant par A dirigée par 1@ On est ainsi ramené au cas précédent. Pour tout point M :

MeD <+— z@ et F\/[ sont colinéaires <= det (,ﬁ7m) =0 <<=

e Définition par un point et un vecteur normal : Soient A un point de coordonnées (z4,y4), @ un vecteur non nul
de coordonnées (a,b) et D la droite passant par A orthogonale a 7i. Pour tout point M de coordonnées (z,y) :

— —
MeD <= 7 et AM sont orthogonaux <= n-AM =0
= a(z —za)+bly—ya)=0 = ax+by+c=0 si 'on pose ¢ = —azxa — bya.

On comprend ici mieux la raison pour laquelle I’équation az + by + ¢ = 0 est le signe d’un vecteur normal (a,b) : le fait
z : . > =ax + by + ... A bien retenir si vous voulez éviter
de confondre « vecteur directeur (—b,a) » et « vecteur normal (a,b) » !

est simplement qu’on calcule un produit scalaire (Z) . (

¥ ¥ ¥ Explication Et les équations de droite de la forme y = mx + p, elles sont oi1 dans tout ca ? Vous étes habitués souvent
a l'idée que les droites ont dans le plan toute une équation de cette forme, MAIS C’EST FAUX ! C’est oublier les équations de
droite de la forme x = m. Ce qu’il faut retenir, c’est que la forme générale des droites dans le plan est celle que nous avons
vue plus haut :  ax+by+c=0 avec (a,b) # (0,0).

e Casou b=0: Alors a # 0 car (a,b) # (0,0). L’équation s’écrit donc ici az + ¢ = 0, qu’on peut réécrire

2 =m si 'on pose m = ——. Une telle équation décrit une droite verticale dans le repére (O, 7, 7).
a
e Cas ou b# 0 : On peut ici diviser I'équation par b, qui devient donc y = mx + p si 'on pose m = —% et
p= —%. Nous sommes en présence ici du graphe de la fonction affine x — max + p dans le repére (0,7, 7).

D2 QX En pratique En géométrie, on a rarement l’occasion de manipuler les équations de droite de la forme y = mx + p,
mais en analyse ou en physique, c’est au contraire plutot ces équations qu’on cherche car elles équivalent & la donnée d’une
fonction x — mx + p. Quelques petits rappels s’imposent.
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e Pour commencer, rappelons que m est appelé le coefficient directeur de la droite. Si on réécrit I’équation de la droite sous
la forme mz — y + p = 0, on observe que le vecteur (1, m) en est un vecteur directeur. Il y a donc un rapport clair entre
vecteur directeur et coefficient directeur.

+m Interprétation : si on part d’un point de la droite et qu’on avance d’une unité en abscisse et de m unité(s) en ordonnée,

alors on arrive sur un point qui appartient toujours a la droite — puisqu’on s’est translaté d’un vecteur (1,m). Plus

+1 généralement, ce principe s’applique si on avance de deux unités en abscisse et de 2m unité(s) en ordonnée ; ou de —1 unité
en abscisse et de —m unité(s) en ordonnée; etc.

e Vous savez aussi que p est appelé I'ordonnée a l’origine et représente exactement ce que son nom indique. Mais comment
trouver m et p si on connait deux points quelconques de la droite, disons A et B de coordonnées respectives (z.4,ya) et

B (zB,yB)? La droite passe par A et est dirigée par AB, donc aprés un petit calcul de déterminant on trouve :
YB — YA YB — YA . . YB — YA .
A y="—" (x—za)+ya et donc en particulier : m= """ Formules vitales!
TB —TA B —TA
TB—TA

Petite remarque : pour £ = x4, on trouve bien y = ya ; et pour x = B, y = yB.

e (Cas particulier important : on cherche ’expression de la fonction affine de coefficient directeur m qui s’annule en un certain
point z¢. La formule précédente montre alors que la fonction cherchée est z — m(z —xo), et c’est de toute fagon évident :
bien sir que x — xo s’annule pour x = o, et bien sir aussi que le coefficient directeur vaut m!

Théoréme (Equation polaire d’une droite) @OA"‘
(i) Droites passant par O : oo 7 6290
Toute droite passant par O posséde une équation polaire de la forme 0 = 6y mod 7w
ou Oy € R, et réciproquement, toute équation polaire de cette forme décrit une droite T | B0
passant par O. o) — 2
(ii) Droites ne passant pas par O : N -7
Toute droite ne passant pas par O posséde une équation polaire de la forme N v P ; _ p
r=—2 o p € R* et Oy € R, et réciproquement, toute équation polaire de fﬁ 0 cos(6 — o)
cos(f — 6o) Ugy | 70
cette forme décrit une droite ne passant pas par O. 1o 7 \

Démonstration

(i) Droites passant par O : Soit §p un réel. Notons D la droite passant par O dirigée par g, et A I’ensemble
des points du plan décrit par I’équation polaire § = 6y mod 7. Pour tout point M # O dont (r,0) est un
couple de coordonnées polaires :

M €D <— g, et OM sont colinéaires <— g, €t Up sont colinéaires

(par définition de M, OZ@ =1 iy, et par ailleurs r # 0)

Loy cos cosfo|
= det (g, g,) =0 = sin®  sinfo| —
— sin(6 — 6p) =0 — 0=0p mod — M e A

Ceci montre que D = A. Nous avons bien montré comme voulu que la donnée d’une droite passant par O
équivaut a la donnée d’une équation polaire 8 = 6y mod 7.

(ii) Droites ne passant pas par O : Cf. grosso modo la remarque pratique qui suit. |
X D D En pratique Si 'on connait ’équation cartésienne d’une droite ne passant pas par O, comment trouver son
équation polaire 7 Et dans 'autre sens ? Idée simple et fondamentale : utiliser les relations z = r cosf et y = rsin 6.

e Soit D une droite ne passant pas par O décrite par une équation cartésienne ax 4+ by + ¢ = 0 ou a,b,c € R sont tels
que (a,b) # (0,0). Alors ¢ # 0, puisque O ¢ D. Rappelons par ailleurs qu’il existe un réel 6y tel que pour tout 6 € R :
acos @+ bsinf = va? + b? cos(0 — 6y).

Alors pour tout point M de coordonnées cartésiennes (z,y), et dont un couple de coordonnées polaires est (r,0) :

M e D <= ar+by+c=0 z:<:>”ose arcos@ + brsinf +c=0 <= 7“27_6 -
y=rsin 6 acosf + bsin
—c p - c
<= r= <= si 'on pose p = —

Va2 + b% cos(f — 0o) "= cos(f — 6o) VaZ +b2

10
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e Réciproquement, soient p € R* et 6y € R, et A 'ensemble de points du plan d’équation polaire r =

p
—— Al
cos(@ — o) ors
pour tout point M de coordonnées cartésiennes (x,y), et dont un couple de coordonnées polaires est (r,6) :
MecA < - P < p = rcos(d — o) < rcosfcosfp+rsinfsinfp —p =0
cos(0 — o)
”’iT:Cf’fz xcosbp+ysinbp —p=0 <= ax+by+c=0 si 'on pose a = cosfp, b =sinfy et c = —p # 0.
y=rsin

Ceci montre bien que A est une droite, laquelle ne passe pas par O puisque ¢ = —p # 0.

Théoréme (Distance d’un point & une droite) Soient M un point du plan de coordonnées (zar,yn) et D une droite. La
distance de M a D est notée d(M, D).

(i) Droite définie par un point et un vecteur directeur

Soient A un point de D et 4 un vecteur directeur de D.

(ii) Droite définie par une équation cartésienne : Soit ax + by + ¢ = 0 une équation cartésienne de D.
lazar 4 bynr + |
d(M,D) = —————————.
(0, D) o

Démonstration

(i) Notons H le projeté orthogonal de M sur D. Alors : d(M,D) = HM. Par ailleurs, les vecteurs 4 et AH
) o TRV - AL -
étant colinéaires :  det (u,AM) =det (4, AH ) + det (u

—

,HM) = det (ﬂ’, HM). Egalement, comme 4 et
H M sont orthognaux : ‘det (ﬂ7 HM)‘ = HﬁHHHMH‘ sin ( d, HM)‘ = ||4||.HM. ‘sin (:tg)‘ = ||u||.HM.
det (ﬁ HM ’ ’det (ﬁ m)(
On regroupe tout ca et finalement : d(M,D) = HM = Tl = Tl
U U

(ii) Conséquence de (i). Si A = (x4, ya) est un point de D et si @ est le vecteur directeur de D de coordonnées
— —
(b,—a), alors :  det (ﬂ', AM) = ‘ b wm—xa
—a Ym —ya

=azm +bym — (aza +bya) = aznr + bym + c. u

5.2 CERCLES

Définition (Cercle) Soient A un point et R € Ri. On appelle cercle de centre A et de rayon R l'ensemble des points M du
plan pour lesquels AM = R.

Théoréme

(Equation cartésienne d’un cercle)

e Soient A un point de coordonnées (z4,ya) et R € Ry. Le cercle de centre A et de rayon R a pour équation cartésienne

(z—2a)®+ (y —ya)® = R%.

e Tout cercle posséde une équation cartésienne de la forme z? + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 ol a,b,¢ € R sont tels qu
a? +b% — ¢ > 0, et réciproquement, toute équation cartésienne de cette forme décrit un cercle.

Démonstration

e Soient A un point de coordonnées (z4,ya) et R € Ry. On note C le cercle de centre A et de rayon R. Pour
tout point M du plan de coordonnées (z,y) :

Mec — AM =R <+ AM® = R? — (x—xa)* + (y —ya)’ = R%.
Ainsi (z—24)?+(y—ya)? = R? est une équation cartésienne de C. Elle s’écrit aussi 22 4y —2az —2by+c = 0
sion pose a =xa, b=1ya et ¢ = x4 +y%4 — R?. On a bien a?+b>—c=R%2>0.

11
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e Réciproquement, notons A I’ensemble de points du plan d’équation z? +y2 —2az — 2by+c = 0ot a,b,c € R
sont tels que a? 4+ b — ¢ > 0. Pour tout point M du plan de coordonnées (z,y) :

J{ Identité remarquable! |

MeA = 2 4y — 2z — 2y +¢c=0 = (x—a)+(y—0b*=d’+b*—c
Si donc nous notons A le point de coordonnées (a,b) et posons R = v/a? + b2 — ¢, alors :
McA = (x—z4)*+ (y—ya)’ = R? = AM = R.

Conclusion : A est le cercle de centre A et de rayon R. |

Théoréme (Représentation paramétrique trigonométrique d’un cercle) Soit C un cercle de centre A et de rayon
R > 0. On note (z4,y4) les coordonnées de A.

T =xa+ Rcos0

Pour tout point M de coordonnées (z,y) : MecC = 30 eR/ { = ya+ Rsin0.

Démonstration  Pour tout point M du plan de coordonnées (z,y) :

— 2 _ 2
MecC = (@ —za)’ + (y—ya)? = R = (m RxA) +(y RyA) =1
T—Ta
R = cos ¢ T =x4+ Rcos0
= 30 eR/ = d0eR/ [ |
Y=Y4 _Gineg Yy =ya+ Rsin6.
R
Représentation
paramétrique
rationnelle
du cercle
T
0=m t=0
7
Représentation 1
paramétrique t=— 1
trigonométrique
du cercle

g=-=
2

Théoréme (Représentation paramétrique rationnelle d’un cercle) Soit C un cercle de centre A et de rayon R > 0. On
note (za,ya) les coordonnées de A et B le point de coordonnées (x4 — R,ya).

_ 42
v=aat Ry
Pour tout point M de coordonnées (z,y) : M eC~ {B} = JteR/
2t
= R .
y=yat oy

Démonstration Pour tout point M du plan de coordonnées (x,y), en vertu du théoréme précédent :

T =xa+ Rcosl 27r-pé<ri:o;1icité 50 €]—m xl/ { T =xa+ Rcosl

MecC — 30 R/ {y:yA+Rsin0 Yy =1ya + Rsinb.

Du coup, le point B étant décrit dans I’équation de droite par la seule valeur 0 = 7 :

T =xa+ Rcosl

Yy =1ya+ Rsinf (ouvert en , attention)
=ya

M eC~ {B} = 30e])—m,w[/ {

0
1 —tan® = 2tan -
= 30e]—m,w[/ :c:xA—FRie et y=ya+R )
1+ tan? = 1+ tan? =
2 2
1—¢2 2t
— JteR = R—— et y= R ——.
/ T=mza+ e St y=vatR i
. . . . 0 S
La derniére équivalence requiert le fait que la fonction 8 —— tan > est surjective de | — m, 7| sur R. Ce résultat
- , R L. 0 .
signifie que tout réel ¢ peut étre écrit sous la forme ¢ = tan B pour un certain 6 € ] -, 71'[. |

12
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Théoréme (Equation polaire d’un cercle passant par O) Soit C un cercle passant par O, de centre A et de rayon R.
Soit (R, 00) un couple de coordonnées polaires de A. Alors C est décrit par I’équation polaire :

r = 2R cos(6 — 6y).

Démonstration Notons (za,ya) les coordonnées de A, telles que x4 = Rcosfy et ya = Rsinfy. Le cercle C a
pour équation cartésienne (z —x4)%+ (y —ya)? = R?, qu’on peut réécrire sous la forme 2 44> — 2z 42 — 2yay = 0.
Alors pour tout point M de coordonnées cartésiennes (z,y), et dont un couple de coordonnées polaires est (r,6) :

MecC — m2—|—y2 —2xar —2yay =0 < 7‘2—QTR(COSOCOSOO-‘rSinQSingo) =0

= r(r—2Rcos(9—90)) =0 = r=0 ou 7 =2Rcos(d— b).
Ceci montre que C est décrit par 'équation r = 2R cos(6 — p) — on peut oublier ’équation r» = 0 car le point O
qu’elle décrit est déja décrit par I'équation r = 2R cos(6 — 6p) pour 0 = 0y + g |

Théoréme (Intersection d’un cercle et d’une droite) Soit C un cercle de centre A et de rayon R > 0 et D une droite.
e Si d(A,D) < R, alors C et D ont exactement deux points d’intersection distincts.

e Sid(A,D) = R, alors C et D ont un unique point d’intersection H égal au projeté orthogonal de A sur D; D est dite
tangente a C en H.

e Sid(A,D)>R,alorsCND =@.

Démonstration Les points d’intersection de C et D sont les points de D dont la distance & A est égale & R.
Notons H le projeté orthogonal de A sur D. Le théoréme de Pythagore affirme que pour tout point M de D :
AM? = AH? + HM?. On a par ailleurs : AH = d(A,D). Du coup, pour tout point M de D :

MeC < AM=R <+ AM’=R’ <= AH’+HM’=R’ <= HM’=R’-d(A,D)>

e Si d(A,D) < R, donnons-nous # un vecteur directeur unitaire de D. Alors pour tout point M de D, si on
note A le réel tel que HM = \ 4 :

MeC <+  HM=+/R>-dAD)? <+ |HM|| = +/R?—d(A,D)?
&=  |\=RI_d(A,D)y? =  A=+/R2_d(A D)y
Ainsi, si on pose H- = H — \/RZ —d(A, D) @ et H* = H + \/RZ — d(A, D)Z @, alors CND = {H*, H*}

est constitué de deux points distincts — distincts car d(4,D) < R.

e Si d(A,D) = R, alors pour tout point M deD: M eC = HM =0 = M=H.
Ceci montre bien que CND = {H}

e Sid(A,D) > R, alors R> — d(A,D)? <0, et doncCND = @. [

H

H |

H~ H HT | D
i D
A A A
C C C
d(A,D) < R d(A,D)=R d(A,D) > R

Théoréme (Intersection de deux cercles) Soient C et C’ deux cercles non concentriques — i.e. de centres distincts — de
centres respectifs A et A’ et de rayons respectifs R et R'.

e Alors C et C’ possédent 0, 1 ou 2 points d’intersection distincts.

e C et C' possédent au moins un point d’intersection si et seulement si: |R'— R| < AA'< R+ R'.

13
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Démonstration

e Notons (z4,ya) et (xas,ya) les coordonnées respectives de A et A’. Les cercles C et C’ n’étant pas concen-
triques, (xa,ya) # (zas,yas). Pour tout point M du plan de coordonnées (z,y) :
)?

+(y—ya)’ =R? Lot LasIn (x—xa)’+ (y—ya)’ = R
2(ra —za )T+ 2(ya —ya)y+ k=0,

(x—za

MecCnC <«— )
{ (x—za)*+ (y—ya)? =R"

ou k = :ci\, + yfv — 2% —y4 + R?> — R"®. La seconde équation du systéme ainsi obtenu est I’équation d’une
droite car (x4 —x7,ya—yas) # (0,0). Du coup, si nous notons D cette droite, CNC’ = CN'D est I'intersection
d’un cercle et d’une droite, et donc contient 0, 1 ou 2 points distincts en vertu du théoréme précédent.

e Comme nous I'avons vu, l'intersection C N D est non vide si et seulement si d(A4,D) < R. Or :

Equation de D au point A

|2(£CA—$A1)$A+2(yA—yA/)yA+k| N !(ZCA—mA/)2+(yA—yA/)2+(R2—R,2)| N !AA,2+R2—R,2|

d(A,D) = = =
VA@a —za)? +4(ya —yar)? 2v/(xa —xa)? + (ya —yar)? 244
Ainsi:  CNC est id = |AA/2+R2_R/2|<R
insi : est non vide SAA <
<  |AA”+ R?— R®| <2RAA
s = —2R.AA' < AA” + R? — R? < 2R.AA’
Pour tousz € Ret a € Ry : — (AA’—R)ZgR ot (AA'+R)22R'2
lz|<a <= —-a<z<a. , , , ’
= |AA'—R|<R et |AA+R|>R
= —R'<AA —R<R e —AA-R<R <AA'+R
= AA'<R+R et AA >R -R et AA'>R-R.
On en déduit finalement 1’équivalence recherchée. ]

c’ ,
o -
<

AA' >R+ R AA'< R+ R AA' > |R - R| AA’ <|R —R|

6 PROJECTIONS ET SYMETRIES

!’
Définition (Symétrie centrale) Soit A un point. M
On appelle symétrie (centrale) par rapport ¢ A V'application qui, a tout point M du plan, A
associe 'unique point M’ défini par : AM’' = —AM, de sorte que A soit le milieu du

segment [M M '}. Le point M’ est alors appelé le symétrique de M par rapport a A.

M

Exemple Soient A et B deux points de coordonnées respectives (1,2) et (3, —4). Le symétrique de B par rapport a A est le
point C de coordonnées (—1, 8).

En effet Simple calcul de z¢ et yc a partir des relations x4 = w et ya = w.

Définition (Projection orthogonale sur une droite) Soit D une droite. On appelle projection (orthogonale) sur D

lapplication qui, & tout point M du plan, associe I'unique point M’ défini par : M
%
\ D

! !
e M €D ; e MM’ est orthogonal & D. ,
M
Le point M’ est alors appelé le projeté (orthogonal) de M sur D.

14



© Christophe Bertault - MPSI

Exemple Soit D la droite d’équation = + 2y — 1 = 0 et A le point de coordonnées (1, 1). Le projeté orthogonal de A sur D
est le point P de coordonnées (g, é>
En effet La droite D est dirigée par le vecteur @ de coordonnées (—2,1). Le projeté P de A sur D est donc
défini par les deux relations suivantes : P €D et - ﬁ =0, ieezp+2yp—1=0et 2zp+yp+1=0.
3

N h . ) . 1
Le systéme de ces deux équations se résout facilement : xp = 3 et yp= 5

Définition (Symétrie orthogonale par rapport a une droite) Soit D une droite.

On appelle symétrie (orthogonale) par rapport ¢ D application qui, & tout point M du plan,
associe 1'unique point M’ pour lequel, si P désigne le projeté orthogonal de M sur D, P est le
milieu de [MM'} Le point M’ est appelé le symétrique (orthogonal) de M par rapport a D.

Exemple On reprend la droite D et le point A de ’exemple précédent. Le symétrique de A par rapport & D est le point S

1 3

d d é -, —=

e coordonnées (5, 5
En effet Comme g =zxp = xA;—xS = 14—213 et é =yp = yA;_yS = 1+st7 alors xs = % et ys = —%.

7 (QUELQUES RUDIMENTS SUR LES ANGLES

7.1 THEOREME DE L’ANGLE AU CENTRE

Théoréme (Théoréme de I’angle au centre) Soit C un cercle de centre Q et A et B deux points de C. Pour tout point M

de C distinct de A et B : 2(]\@, ]\ﬁ) = (sﬂ, Sﬁ) mod 27.

Démonstration  Soit M un point de C distinct de A et B. La somme des angles d’un triangle est égale a w
WA W0 + (a8, 04) + (40, 407 = = mod 25 v

m,]\ﬁ +<W,E§) + (Sﬁ,m) = mod 27.

mod 27, donc :

Or 2 est équidistant des points A, B et M, donc les triangles AQM et BOM
sont isoceles en (2. Nos égalités angulaires deviennent :

2 mﬂﬁ + W,Sﬁ)zﬂ' mod 27 A B
2 m,]\ﬁ + @,W)Eﬂ' mod 2.

Enfin sommons : 2(1@,1@) (Sﬁ,@) mod 2. |

7.2 ANGLES ORIENTES DE DROITES

Définition (Angle orienté de droites) Soient D et D’ deux droites. Si % et ¥ sont deux vecteurs directeurs de D et si @’
et ¢’ sont deux vecteurs directeurs de D', alors : (4, 4’) = (¥,7") mod .

Ceci signifie que la quantité (%, %) mod 7 ne dépend pas du choix des vecteurs directeurs de D et D’ ; on I'appelle I’angle orienté
formé par les droites D et D' et on le note (D, D’). Par définition : (D,D’') = (4,d’) mod 7.

Quand D et D’ sont définies par deux points distincts chacune, par exemple D = (AB) et D' = (A’B’), on note souvent
(AB, A’B') l'angle (D, D').

AKX Attention !

Un angle orienté de droites est défini modulo 7 et non modulo 27 comme c’est le cas des angles orientés
de vecteurs.
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¥ 8§ ¥ Explication
A priori, quand on veut définir I'angle orienté de deux droites, un probléme se pose : deux

droites définissent en général deux angles orientés de vecteurs, un aigu et un obtus. Com-
ment dés lors s’en sortir pour définir un angle orienté de droites et non deux ? Réponse :
modulo 7, les deux angles orientés définis par l'intersection de deux droites sont égaux.
C’est, pourquoi c¢’est donc modulo 7 qu’il convient de définir I’angle orienté de deux droites.

Démonstration Il s’agit de montrer, avec les notations de la définition, que (@, @) = (¢,7") mod 7.

Chasl
Commencons par travailler modulo 27 : (4,7 = (,4@) + (4, @) + (@,7) mod 21 %.
Or puisque @ et ¥ sont deux vecteurs directeurs de D, (¥, %) = 0 ou 7 mod 27 ; de méme (@', 7") = 0 ou 7 mod 27.
Du coup, % affirme, modulo 7, que (%, 4') = (¥,9') mod 7 comme voulu. [ |
D/

2
Exemple Sur la figure ci-contre, I'angle de droites (D, D’) est égal a g mod 7, mais aussi & Y mod 7. ..

Théoréme (Propriétés des angles de droites) Soient D, D', D" des droites.
) Relation de Chasles: (D,D"”) = (D,D')+(D’,D”) mod . En particulier : (D', D) = —(D,D’) mod 7.
) Parallélisme : D et D’ sont paralléles si et seulement si (D,D’) =0 mod .

(i
(it
(ii) Orthogonalité : D et D’ sont orthogonales si et seulement si (D, D) = g mod 7.

Démonstration  Soient i, @ et @’ des vecteurs directeurs de D, D’ et D" respectivement.
(i) Nous savons que la relation de Chasles est valable dans le monde des angles orientés de vecteurs :
(@,a") = (@,4") + (&,4") mod 2.
En particulier : (@, @) = (@, 4’') + (@',4"”) mod 7, ce qui signifie comme voulu, par définition des angles
orientés de droites, que :  (D,D") = (D,D’) + (D', D”) mod .

Pour le cas particulier, poser D' = D.

(i) D et D’ sont paralléles = @ et @ sont colinéaires = (@,7)=0oum mod 27
> (@,4)=0 mod 7 > (D,D')=0 mod 7.
(iii) Adapter la preuve de (ii). [ |
7.3 THEOREME DE L’ANGLE INSCRIT ET COCYCLICITE
Définition (Cocyclicité) Des points sont dits cocycliques 8'il existe un cercle qui les contient tous.
Théoréme (Théoréme de I’angle inscrit) Soient A, B, C, D quatre points distincts.
A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si : (CA, CB) = (DA, DB) mod 7.
X X X Attention ! Ici, contrairement au théoréme de l'angle au centre, il est question d’angles de droites.
. . C
Démonstration D

e Si A, B, C et D sont alignés, résultat évident. Supposons A, B, C et D cocycliques
et notons €2 le centre du cercle qui les contient. D’aprés le théoréme de ’angle au

centre : 2(07)1,@) = 2(ﬁ7ﬁ) = (Sﬁ,(ﬁ) mod 27. Divisons par 2 :
(C_A>, c_é) = (ﬂ, ﬁ?) mod 7, d'ott: (CA,CB)= (DA, DB) mod .
e Nous admettrons la réciproque. | A
D/
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