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FONCTIONS CIRCULAIRES

Définition (Fonctions sinus et cosinus)

e Définition analytique : L’existence des fonctions sinus et cosinus est admise. Ces fonctions sont définies et dérivables
(donc continues) sur R et 27-périodiques. La fonction sinus est impaire, la fonction cosinus paire et en outre :
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que tout point du cercle trigonométrique peut étre écrit sous la forme (cos 6, sin 6)

avec unicité du 0 a 27 prés. cos T

e Résolution d’équations : Pour tous z,y € R :
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e Lien avec le cercle trigonométrique :

Pour tout z € R:  sin?z + cos®z = 1. 4T ———=

Réciproquement, pour tout couple (z,y) € R? tel que 22 4+ 3% = 1, il existe 0 € R, sin x

unique a 27 prés, tel que (z,y) = (cos 0, sin 0). Géométriquement, ce résultat signifie T

sinz =siny <= =y mod 27 ou r=m—y mod 27

cosx =cosy <= x=y mod27m ou z=-—y mod 27w

e Transformations remarquables : Pour tout z € R :
. . . . . ™ LT
sin(z +7) = —sinzx sin(m — z) = sinx sin (m—|—§) =cosx sin (— —m) =cosx
™ . T .
cos(z +m) = —cosx cos(m —x) = —cosx cos (m—|—§) = —sinz cos (— —m) =sinx

Ces relations se lisent toutes sur le cercle trigonométrique. Il ne faut donc pas les apprendre bétement, mais les comprendre.

e Formules d’addition et de produit : Pour tous z,y € R :

sinx + siny = 2sin Tty cos L g y
1 = 1 1 1
sin(z + y) = sinzcosy + coszsiny sin 2 siny = . (cos(x —y) — cos(z + y))
. ) T+y . x—yY
sin(z — y) = sinz cosy — cos x siny 1 sinz —siny = 2 cos 5 ST
sinzcosy = 5 ( sin(z + y) + sin(z — y))
cos(x +y) = coszcosy — sinzsiny COS T + cosy = 2¢08 T+y cos & ; Y
1
cos(z — y) = cosz cosy + sinzsiny cos:ccosy:i(cos(x—ky)—kcos(x—y)) vty N
cosT —cosy = —2sin sin 5
e Formules de duplication : Pour tout z € R :
sin(2z) = 2cos zsin z, cos(2z) = cos’ z —sin’z = 2cos’ z — 1 = 1 — 2sin’ z,
sinz = 1 = cos(2z) 035(250) et cos’ z = 1+ cos(2z) c<2)s(2x).
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Définition (Fonction tangente)
e La fonction tangente est définie sur R ~\ (g + WZ) par la relation : tan = 8 Elle est dérivable (donc continue)
cos
sur son ensemble de définition, m-périodique et impaire, et de plus :

tan’ = 1 4 tan? = —.
cos

y=tanx -

sin x tan

COos
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Les formules suivantes sont vraies pour toutes les valeurs de = et y pour lesquelles chaque terme est bien défini.

e Résolution d’équations :
tanz =tany <= x =y mod 7.

e Formules d’addition et de duplication :

t t t —t 2t
fan(e 4 y) = SARETRNY oy ety oy 2T
1 —tanztany 1+ tanztany 1 —tan“z
e Expressions en fonction de tan 5 Si on pose t = tan 5"
tan x A sin x 2 et cos T 1- &
= 1 = == .
1—1¢2’ 142 142
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* 6 | 2| 3 | 2
1 1
sinx 0 - —_0= @ 1
2 V2 2 Les valeurs remarquables du sinus, du cosinus et de la tangente
1 doivent étre connues PAR C@EUR !
cosx 1 ﬁ — 1 0
2 | V2| 2
anx V3 3

Théoréme Soient a et b deux réels. Il existe ¢ € R et ¢ € R tels que :

VO € R, acosf+bsinf =+/a?+b? cos(d + ¢) = va?+ b2 sin(f + ).

Attention : ¢ et 1) dépendent de a et b, mais pas de 6.

¥ ¥ ¥ Explication Nous aurons I'occasion d’utiliser souvent ce théoréme : en physique, en géométrie, dans le chapitre
« Equations différentielles ». ..
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Démonstration Sia =b =0, le résultat est trivial : toute valeur de ¢ (resp. ¢) convient. Nous pouvons donc
supposer (a,b) # (0,0), i.e. que a® + b # 0.

a
e Existence de ¢ : Posons 1 = ———— et y = ————. Comme x> 4+ y? = 1, on peut écrire (z sous
¢ T VT o y"=1onp (z,y)

la forme (cos ¢, sin ) pour un certain ¢ € R. Du coup, pour tout réel 0 :

acosf + bsinf = /a2 + b2 <\/a+w COSQ—F\/%W sin9> = \/a2+b2(:ccosﬁ—ysin9)

=Va? +b2(cos9cos<p—sin9sin<p) =+Va%+ b2 cos(0+ ).

e Existence de v : Posons z = Comme 2% + y? = 1, on peut écrire (z,y) sous

a
m T

la forme (cos ), sin)) pour un certain ¢ € R. Du coup, pour tout réel 0 :

a
acost9+bsin9:\/a2+b2< c059—|— sin \/a2+b2 ycos9+:csm9)
Va? + b?

:\/a2+b2(cos951n1,/1+sin900s1,/1 = Va?+b? sin(0 + ). |

Exemple Pour tout # € R: /2cosf + v6sinf = 2/2sin (9 + %) Interprétation physique : la somme des signaux

sinusoidaux 6 — v/2cos @ et § — /6sin @ est encore un signal sinusoidal, de nouvelle amplitude 2v/2 et déphasé de %

g V2 cos 6 V6sin 6
. /. y
. Ve

En effet Tout d’abord : 4/ \/52 + \/62 =48 =2v2. Du coup, pour tout § € R :
V2cos6 + V6sin 0 = 2v/2 <— cosf + g st) =22 (sin%cos@—l—cos%sin@) = 2v/2sin (9+ %) .



