Exercice 1 :
Soit P(X) un polyndme deR[X] tel queP(X 2 +1) = (P(X))* +1et P(0) = 1.

1) CalculerP(@),P(2),P(5),P (26)
2) Considérer la suitéu, dgfinie paru, = Bt OnON,u,,, =u? + let déterminer P.

Exercice 2 :
Soit P(X) = Zakx DC[X]aveca # QOn posed, = max{ O<ksn- 1}
1) Montrer un a0n+ % —+. +a“‘1 °

Jax"  ax" T x-1

2) En déduire que les racines BEX somt dans le disque de centre 0 et de rdyod .

Exercice 3 :

Soit Kun corps commutatif eP(X dn polynbme a coefficients dams, n'ayant que des racines simples.

% 1
Montrer quem Zlm

L . . iz . : . 1 N .
En déduire la décomposition en éléments simpléa tiaction rationelle. -~ dans R[X], otnON".

Exercice 4 :

Soit P(X )un polynéme unitaire (donc non nul) a coefficiendsls et scindé sur, c’est-a-dire ayant toutes
ses racines danB. Montrer que les propriétés suivantes sont égentas :

i) Tous les coefficients d@(X spnt positifs ou nuls
il) Toutes les racines dB(X gont négatives ou nulles.

Exercice 5 : (CAPES 1990)

Soit A, A,,...,A, npoints 2 a 2 distincts d’affixes respectiv&sa,,...,a,. On désigne par I'ensemble des

m-

-

Montrer qu’un pointM d’affixe z appartient & si et seulement $'(z) = @ P'est le polyndme dérivé du
polynéomeP avecP(X) =(X -a,)(X -a,)..(X -a,)

En déduire qud est fini, non vide de cardinal inférieur ou égai al.
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1) Trivialement,P(1) = 2,P(2) =5, P(5) = 26,P(26) =677
2) ) Pour tout entier naturel, on définit la propriété®, : «u,,, =P(u,) »

Montrons cette propriété par récurrence.

« Initialisation : P, est clairement vraie
» Heéredité : SoinN. Si P, est vraie, alors,,, = P(u,, .)
OnaP(u,,,) =P’ +1) =(P(u,))*+1=u?, +1=u,,, doncP,, est vraie.

L’axiome de récurrence nous permet de conclureldgug N,u,,, = P(u,) .

Ainsi, P(u,) =u,,, =u’ +1doncP(X)—(X?*+ Da pour racines les,,nON".

1 3 i . .
Commeu,,, —u, = (u, —5)2 +Z >0, on en déduit quéu, est strictement croissante.

n

Ainsi, P(X) - (X? +1)admet une infinité de racines. C’est le polyndmie nu

On en déduit qué(X) = X2 + .1La vérification est immédiate.

1
3 a A 3 1 " X" 5
R PO P PR T RN Mot “R-1
X
2) Soita une racine de P. On@"a, =-a,-a,a —...—a_,a"™"

Par I'absurde, on suppose qa¢>1+J.

o

taag+.. .+
|a0 aa 8,,a0"" < 1 <1. Absurde !

‘a a_ ‘ a"a, ‘
Dol |a| <1+d

Onal=

Quitte a diviserP(X par son coefficient dominant, ce qui multiplie parméme constante les deux membres
n
de I'égalité a démontrer, on peut suppoBEK unitaire. Ainsi,P(X) = |'J (X=Xx).
1=
n

On en déduit qué®'(X) = z (X =X;). En particulier,P'(x,) = |_| (% =%;)-

i=1 j=l =1
i#] i#]
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La déecomposition en éléments simples de la fracationnelle PO s'écrit : z ou les

P(X) = X - x

a sont des constantes (c’est ici qu’intervient I'hiyEse que les racines sont S|mples).

En multipliant successivement chaque membre dalitégorécédente pdiX — x. ppur chaque valeur de i, et
1 1

ﬁ(xi _Xj) PI(Xi)

en spécialisant la formule obtenue Xr= x;, on obtient ques, =

. 2k
Soit P(X) = X" - 1. Ses racines sont les racines n-iémes de l'unitg=e " ,k 0{L...;n}.

On a doncP(X) = Z(X -w,). Aussi, P'(X) =nX"*donc P'(w, ) = an”_1 = 1.

k=1 k

On a donc 1 .1 —dansC[X]
X"=1 nig (X-w)

Pour factoriser danER[X], il faut distinguer 2 cas : n pair et n impair.

Dans les 2 cas, on peut regrouper 2 a 2 les rapHdges conjugées.

z(co{Zk” x 1}
W,

X—Wk _2co {Zkﬂjx+1

z(co{Zk” X — 1}
1 1
n

X -1 x+1 “x2 2c0 {2knjx+1
n

Ainsi,

car w, +W, = 2Re(w, ) = ZCO{Zkﬂj et |w|* = ww, =1.
n

. . 1
* Sinestpair, alors—— =
X" -1

2
 Sin estimpair, alorsxn1 T +z
n

EcrivonsP(X) = X" + Zai X',a, OR. Les coefficients dé(X) s’expriment en fonction de ses racines
i=0
a,,....a, (comptées avec multiplicité) grace aux formules ; = (-0 > o, .0, (1)

I<ip<..<i<n

i) =1ii) : On suppose quey, = pour touti et que toutes les racines BEX sgnt strictement positives. Soit
n-1 )

x, 'une d’entre elles. AlorsP(x, ) = X, + Z&XL > x, >0. Absurde carx, est une racine de P d’ou le résultat.
i=0
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ii) = i) Si toutes les racines d& X sgnt négatives ou nulles, alors clairement, ampadeti(1), on en déduit que
les coefficients deP(X ¥ont positifs ou nuls.

EDH

SR Sl AR . . 2 _

Ona = = — en utilisant le fait qu =Z.
ZlMAZ .Z;'ai—z| Z(a—Z "

Ainsi, M OT - L =0 Y L -0

|1(a _Z) i=1 (ai—z)

. _ . N - PX) .
Soit P(X) = (X —a)(X —a,)...(X —a, ). On a donc le résultat classiquB'(X) = zm d’ou
i=1 q

P'(X) & 1
P(X) ;(X -a)

Ainsi, M O = P'(2) =0.

I n'est pas vide d’'apres le théoreme de d’AlembettgSaDe plus, commE' est de degré n-1,on en déduit
quecard(lN <n-1.
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